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❆❜str❛❝t
▼♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s
q✉❛♥t✉♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✱ ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤②s✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✖❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✈✐❜r❛♥t ♠❡❞✐✉♠ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ♠❛t✲
t❡r✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❡❝❡✐✈❡s
s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜s♦r❜❡❞
❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ ♥❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛t❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ s②st❡♠s ❛♥❞ ❜✐♦♥✐❝ s❡♥s♦rs✳
❋♦r♠❡r ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢♦❝✉s❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛ttr❛❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ♣❛♣❡rs ❝♦♥❝❧✉❞❡❞
t❤❛t t❤❡s❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚♦ st✉❞② ❢✉rt❤❡r ❤♦✇
t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss✱ ■ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❛ ♥❡✇✱ ▲✐♥❞❜❧❛❞✲t②♣❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r
♣r♦❣r❛♠✳ ❯s✐♥❣ ❞✐♠❡r ❛♥❞ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ■ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ✉♥❞❛♠♣❡❞
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
■ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛♥❞ r♦❜✉st❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②
❢✉rt❤❡r ✐♥ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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Öss③❡❢♦❣❧❛❧ás
❊❣②r❡ tö❜❜ ❡❧♠é❧❡t✐ és ❦ísér❧❡t✐ ❡r❡❞♠é♥② ✉t❛❧ ❛rr❛✱ ❤♦❣② ❛③ ♦❧②❛♥ ❦✈❛♥t✉♠❡✛❡❦t✉✲
s♦❦✱ ♠✐♥t ❛ ❦✈❛♥t✉♠❦♦❤❡r❡♥❝✐❛ és ❛ ❦✈❛♥t✉♠öss③❡❢♦♥ó❞ás✱ ❢♦♥t♦s s③❡r❡♣❡t ❥áts③❛♥❛❦ ❜✐✲
③♦♥②♦s é❧❡tt❛♥✐ ♠➯❦ö❞és❡❦❜❡♥ ✕ s③♦❜❛❤➤♠érsé❦❧❡t❡♥✱ ❛③ é❧➤ ❛♥②❛❣ ❛❧❦♦tt❛ ♥②ü③s❣➤ ❦ö③❡❣✲
❜❡♥✳ ❊③❡❦ ❦ö③ött ❛③ é❧❡tt❛♥✐ ❥❡❧❡♥sé❣❡❦ ❦ö③ött ❦✐❡♠❡❧t ér❞❡❦❧➤❞és ö✈❡③✐ ❛ ❢♦t♦s③✐♥t❡t✐❦✉s
❡①❝✐t♦♥❡♥❡r❣✐❛✲tr❛♥s③❢❡rt✳ ❊ ❢♦❧②❛♠❛t s♦rá♥ ❛③ ❛♥t❡♥♥❛ ❦♦♠♣❧❡①❡❦ á❧t❛❧ ❡❧♥②❡❧t ❢♦t♦♥♦❦
❡♥❡r❣✐á❥❛ ♥❛❣② ❤❛té❦♦♥②sá❣❣❛❧ ❛ r❡❛❦❝✐ó❝❡♥tr✉♠❜❛ s③á❧❧ító❞✐❦✳
❆ ❢♦❧②❛♠❛t ♠❡❣értés❡ ♠ér♥ö❦✐ s③❡♠♣♦♥t❜ó❧ ✐s ❢♦♥t♦s✱ ❤✐s③❡♥ ❛ t❡r♠és③❡tt➤❧ ❡❧t❛♥✉❧t
❡❧✈❡❦❡t ❦és➤❜❜ ❡s❡t❧❡❣ ❢❡❧❤❛s③♥á❧❤❛t❥✉❦ ♠❡st❡rsé❣❡s ❢♦t♦s③✐♥t❡t✐t✉s r❡♥❞s③❡r❡❦ és ❜✐♦♥✐❦✉s
s③❡♥③♦r♦❦ t❡r✈❡③és❡ s♦rá♥✳
❆ ❢♦t♦s③✐♥t❡t✐❦✉s ❡①❝✐t♦♥❡♥❡r❣✐❛✲tr❛♥s③❢❡r ❦♦rá❜❜✐ ♠♦❞❡❧❧❥❡✐ ❛ rés③t✈❡✈➤ ♠♦❧❡❦✉❧á❦✲
♥❛❦ ❦✐③áró❧❛❣ ❛③ ❡❧❡❦tr♦♥✐❦✉s á❧❧❛♣♦t❛✐r❛ öss③♣♦♥t♦sít♦tt❛❦✳ ❆③ ❡❧♠ú❧t é✈❡❦❜❡♥ ❛③♦♥❜❛♥
❛ ♠♦❧❡❦✉❧á❦♦♥ ❜❡❧ü❧✐ ✈✐❜rá❝✐ó❦r❛ ♥ö✈❡❦✈➤ ✜❣②❡❧❡♠ ✐rá♥②✉❧t✱ és s③á♠♦s ❝✐❦❦ ❥✉t♦tt ❛rr❛
❛ ❦ö✈❡t❦❡③t❡tésr❡✱ ❤♦❣② ❡③❡❦ ❛ r❡③❣és❡❦ ❢♦❦♦③❤❛t❥á❦ ❛③ ❡①❝✐t♦♥❡♥❡r❣✐❛✲tr❛♥s③❢❡rt✳ ❆❜✲
❜ó❧ ❛ ❝é❧❜ó❧✱ ❤♦❣② t♦✈á❜❜ t❛♥✉❧♠á♥②♦③③❛♠ ❛③ ✐♥tr❛♠♦❧❡❦✉❧ár✐s ✈✐❜rá❝✐ós ♠ó❞✉s♦❦♥❛❦
❛ tr❛♥s③❢❡r ❢♦❧②❛♠❛t ❞✐♥❛♠✐❦á❥ár❛ és ❤❛té❦♦♥②sá❣ár❛ ❦✐❢❡❥t❡tt ❤❛tását✱ ❦✐❞♦❧❣♦③t❛♠ ❡❣②
ú❥✱ ▲✐♥❞❜❧❛❞✲tí♣✉sú ♠♦❞❡❧❧t✱ ✐❧❧❡t✈❡ ❦és③ít❡tt❡♠ ❡❣② s③✐♠✉❧át♦r ♣r♦❣r❛♠♦t✳ ❉✐♠❡r és
❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧❧❡❧r❡♥❞❡③és❡❦❡t ❤❛s③♥á❧✈❛ ♠❡❣❡r➤sít❡tt❡♠✱ ❤♦❣② ❛ ❝s✐❧❧❛♣ít❛t❧❛♥ ✈✐❜rá❝✐✲
ós ♠ó❞✉s♦❦ ❥❛✈ít❤❛t❥á❦ ❛③ ❡①❝✐t♦♥❡♥❡r❣✐❛✲tr❛♥s③❢❡rt✳ ▼❡❣♠✉t❛tt❛♠ t♦✈á❜❜á✱ ❤♦❣② ❡③❡♥
✈✐❜rá❝✐ós ♠ó❞✉s♦❦ ❝s✐❧❧❛♣ítás❛ ✭❛③❛③ ❛ ❦ör♥②❡③❡t ❤❛tásár❛ ✈é❣❜❡♠❡♥➤ ✈✐❜rá❝✐ós r❡❧❛①á✲
❝✐ó✮ ❥❡❧❡♥t➤s ♠érté❦❜❡♥ és r♦❜✉s③t✉s ♠ó❞♦♥ t♦✈á❜❜ ❢♦❦♦③❤❛t❥❛ ❛ tr❛♥s③❢❡r ❤❛té❦♦♥②sá❣át✱
♠é❣♣❡❞✐❣ ❛ ✈✐③s❣á❧t ♣❛r❛♠ét❡r❡❦ s③é❧❡s t❛rt♦♠á♥②á❜❛♥✳
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
■ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r✱ Pr♦❢❡ss♦r ➪r♣á❞ ❈s✉r❣❛②✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥② ②❡❛rs ♦❢ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞
❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❢♦r ❤✐s ❢r✐❡♥❞s❤✐♣✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ♦✉r ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦
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✺✳✽ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❞✐♠❡rs ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡✲
t✉♥✐♥❣ ∆E ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s✐t❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
q✉❛♥t✉♠ ~ωvib ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S✳ ✻✹
✻✳✶ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✐❢ t❤❡
❡①❝✐t♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✻✳✷ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❋▼❖✲❝♦♠♣❧❡①✲✐♥s♣✐r❡❞ ❤❡♣✲
t❛♠❡r ❡①♣♦s❡❞ t♦ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✻✳✸ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✐❢
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦r ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✻✳✹ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τvib ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ♦♥
t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② λ = ~ωvibS✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✽✳✶ ❚❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❱❘❊❊❊❚✮
❢r♦♠ s✐t❡ ✶ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
❆✳✶ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✐❢ t❤❡
❡①❝✐t♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
✷✳✶ ❘❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✺✳✶ ▲✐st ♦❢ ❞✐♠❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✺✳✷ ▲✐st ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐♠❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✻✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✻✳✷ ▲✐st ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋▼❖ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
❆✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
❆✳✷ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
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▲✐st ♦❢ ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s
❆❚P ❛❞❡♥♦s✐♥❡ tr✐♣❤♦s♣❤❛t❡
❇❈❤❧ ❜❛❝t❡r✐♦❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧
❉◆❆ ❞❡♦①②r✐❜♦♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞
❊◆❆◗❚ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❛ss✐st❡❞ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt
❋▼❖ ❋❡♥♥❛✕▼❛tt❤❡✇s✕❖❧s♦♥ ✭❝♦♠♣❧❡①✮
❍❊❖▼ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥
◆❆❉+ ♥✐❝♦t✐♥❛♠✐❞❡ ❛❞❡♥✐♥❡ ❞✐♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ✭♦①✐❞✐③❡❞ ❢♦r♠✮
◆❆❉P+ ♥✐❝♦t✐♥❛♠✐❞❡ ❛❞❡♥✐♥❡ ❞✐♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ✭♦①✐❞✐③❡❞ ❢♦r♠✮
◗✉❚✐P ◗✉❛♥t✉♠ ❚♦♦❧❜♦① ✐♥ P②t❤♦♥
❘❈ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r
s✐♠✭s✮✳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✭s✮
❱❘❊❊❊❚ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
✶✶
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▲✐st ♦❢ ❙②♠❜♦❧s
P❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts
~ r❡❞✉❝❡❞ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t✱ 1.054 571 596× 10−34 J · s2
e ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡✱ 1.602 176 462× 10−19C
kB ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✱ 1.380 6503× 10−23 J/K
mel ❡❧❡❝tr♦♥ r❡st ♠❛ss✱ 9.109 381 88× 10−31 kg
◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ s✉♣❡r♦♣❡r❛t♦rs
Aˆj ✱ Aˆnm ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
Cˆnm ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
D(ρˆS) ❞✐ss✐♣❛t♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρˆS
Hˆ✱ Hˆ(I) ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡
Hˆ0 ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛t❤ ✭✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡✮ ✇❤❡♥
t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t
HˆB ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ✭✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡✮
HˆS ✱ Hˆ
(I)
S ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡
HˆLS ✱ Hˆ
(I)
LS ▲❛♠❜ s❤✐❢t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡
HˆSB✱ Hˆ
(I)
SB ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡
Iˆ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r
Lˆ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮
Tˆ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r
✶✷
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▲✐st ♦❢ ❙②♠❜♦❧s
Uˆ (t, t0) ✉♥✐t❛r② t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
Vˆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r
❋✉rt❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
Aˆ† ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r Aˆ
〈ψa|ψb〉 ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψa ❛♥❞ ψb[
Aˆ, Bˆ
]
❝♦♠♠✉t❛t♦r ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs Aˆ ❛♥❞ Bˆ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
[
Aˆ, Bˆ
]
= AˆBˆ − BˆAˆ
〈L〉 ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ L
O(f(x)) ❞❡♥♦t❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s f(x) ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t
❛♥❞ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
trAˆ tr❛❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r Aˆ
trBAˆ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r Aˆ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✉❜s②st❡♠ B
∇ ♥❛❜❧❛ ♦♣❡r❛t♦r❀ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ∂∂x i+ ∂∂y j+ ∂∂zk
⊗ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t
x ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x
ψ∗ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ
◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
ρˆ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✭❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r✮
ρˆS ✱ ρˆ
(I)
S ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡
ρˆB,0 ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ❛t t = 0
〈ψ| ❜r❛✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮
ψ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮
|ψ〉 ❦❡t✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮
◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
|χ(i)εν 〉 ν✲t❤ ✭ν = 0, 1, . . . , V − 1✮ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✭ε = g✮ ♦r ❡①❝✐t❡❞ ✭ε = e✮ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡
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▲✐st ♦❢ ❙②♠❜♦❧s
|φ(i)ε 〉 ❣r♦✉♥❞ ✭ε = g✮ ♦r ❡①❝✐t❡❞ ✭ε = e✮ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜❛s✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡
|Ψ〉 ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
|Ψm〉 ♠✲t❤ ❜❛s✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
|ϕ(i)〉 ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡
|ϕ(i)εν 〉 ✈✐❜r♦♥✐❝ ❜❛s✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ε ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
st❛t❡ ν
P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
η ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
γ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t
λ(i) r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡
ω
(i)
vib ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡
τeg t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥
τRC t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r
τvib t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
τpd t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣
E
(i)
eg t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡
J (ij) ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ i✲t❤ ❛♥❞ j✲t❤ s✐t❡s
N ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐t❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠
S(i) ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡
T t❡♠♣❡r❛t✉r❡
V (i) ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛t t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡
❖t❤❡r s②♠❜♦❧s
R s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❡❝t♦r
r s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❡❝t♦r
✶✹
DOI:10.15774/PPKE.ITK.2018.009
▲✐st ♦❢ ❙②♠❜♦❧s
ξ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
D ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
t t✐♠❡
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❈❤❛♣t❡r ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✿ q✉❛♥t✉♠ ❜✐♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ q✉❛♥t✉♠ r❡✈♦❧✉t✐♦♥
■♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✇♦r❧❞✱ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❝♦♥tr❛❞✐❝t ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡✈❡r②❞❛②
❧✐❢❡ ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s✿ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛t ❛ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ r❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✭t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❝❛❧❧❡❞ q✉❛♥t✉♠ t✉♥♥❡❧✐♥❣✮✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭q✉❛♥t✉♠ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞✖❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭q✉❛♥t✉♠ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✮✳ ❇✉t
❞♦ t❤❡s❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡
✈✐❜r❛♥t ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ♠❛tt❡r ❛t ❤✐❣❤ ✭≫ 0K✮ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❄
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥ ❬✶✶❪✱ ❛❧❜❡✐t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ✜❡❧❞ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦✇ q✉❛♥t✉♠ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❊r✇✐♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r s♣❡❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❝♦❞❡ ✐♥ ❤✐s ❢❛♠♦✉s ❜♦♦❦
❲❤❛t ✐s ❧✐❢❡❄ ❛s ❡❛r❧② ❛s ✶✾✹✹ ❬✶✷❪✱ ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞❡♦①②r✐✲
❜♦♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞ ✭❉◆❆✮ ❜② ❲❛ts♦♥ ❛♥❞ ❈r✐❝❦ ❬✶✸❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠
❡✛❡❝ts ✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✶✶❪✱ ❬✶✹❪✕❬✶✻❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♣r♦t♦♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉t❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❉◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✶✼❪✱ ❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣✱ ✐♥ ❡♥③②♠❡✲❝❛t❛❧②③❡❞ r❡❛❝t✐♦♥s ❬✶✽❪✱
❬✶✾❪✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ♦❧❢❛❝t♦r② r❡❝❡♣t♦rs ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐s ❛ss✐st❡❞ ❜② ♦❞♦r❛♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✷✵❪✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢❛s❤✐♦♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✐r❞s s❡♥s❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❊❛rt❤ ❜② ❛
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❛ss ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛❞✐❝❛❧ ♣❛✐rs ❬✷✶❪✕❬✷✸❪✱ ❜❡✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥ ❛♥ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ st❛t❡
❬✷✹❪✱ ❬✷✺❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s❡❧② st✉❞✐❡❞ t♦♣✐❝ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❜✐♦❧♦❣② ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
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✶✳✷✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦
t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳
❆s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡✱ q✉❛♥t✉♠ ❜✐♦❧♦❣② ✐s ❛ ❝♦❧♦r❢✉❧ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡①❝✐t✐♥❣ ♣❡r s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✉♠ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤
❝❡♥t✉r②✱ ❤✉♠❛♥✐t② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✇♦r❧❞✳ ◆♦✇✱ ❡♥❣✐♥❡❡rs ❛r❡
♠❛❦✐♥❣ ❡✛♦rts t♦ ❝♦♥str✉❝t ♠❛❝❤✐♥❡s t❤❛t ❡①♣❧♦✐t q✉❛♥t✉♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❧❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡
♦♥ t❤✐s r♦❛❞✳ ■❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡s❡ ❡♥❞❡❛✈♦rs ❝❛♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♦✈❡rt✉r❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
q✉❛♥t✉♠ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✷✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥❡✇
t②♣❡s ♦❢ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❜✐♦♥✐❝ s❡♥s♦rs✳
✶✳✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠s ♦♥ ❊❛rt❤ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✱
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ♣❧❛♥ts✱ ❛❧❣❛❡✱ ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❜❛❝t❡r✐❛ ❬✷✼❪✳ ❆s t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss✱ ❛ ♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡✮ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s
❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦♠♣❧❡①✮ ❛❜s♦r❜s ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ s✉♥❧✐❣❤t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣✐❣♠❡♥t ✐s r❛✐s❡❞ t♦ ❛♥
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✖♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ❋r❡♥❦❡❧ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
♣✐❣♠❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❣♠❡♥ts ♠♦✈❡s t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❢r♦♠
♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱
❛♥♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s r❛✐s❡❞ t♦ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈❡s✱
✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❛s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇✐r❡✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢❡rs t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡❞ s✉♥❧✐❣❤t t♦
❛ ♣✐❣♠❡♥t✕♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✇✐t❤ ❛ str✐❦✐♥❣❧② ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✿
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✺✵✕✾✵✪ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❛❜s♦r❜❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ ❝❤❛r❣❡s
✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❬✷✽❪✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣ ❜② t❤❡ ❋örst❡r t❤❡♦r② ❬✷✾❪✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❤♦♣s ❢r♦♠ ♣✐❣♠❡♥t t♦ ♣✐❣♠❡♥t ✐♥❝♦❤❡r❡♥t❧② ❬✸✵❪✱ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❡❝❛❞❡
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❡♥t✉r② ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❜r♦✉❣❤t s✉r♣r✐s✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣s✿ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♠❛✐♥✲
t❛✐♥✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝
s②st❡♠s ❬✸✷❪✱ ❡✈❡♥ ❛t ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✸✸❪✱ ❬✸✹❪✳ ❙❤♦rt❧② t❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✐t ✇❛s ❛❧s♦
r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t s✉❝❤ st❛t❡s ♣❧❛② ❛ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s✉♠❡❞ r♦❧❡ ♦❢
q✉❛♥t✉♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s t♦ s✉r♠♦✉♥t ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♣s ❛♥❞ t♦ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ tr❛♣♣✐♥❣ ♦❢
❡♥❡r❣② ❛t s✐t❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❬✸✻❪✳ ❚❤❡ t♦♣✐❝ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ st✐❧❧ ✉♥✲
✶✼
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✶✳✸✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s
❞❡r ✈✐❣♦r♦✉s ❞❡❜❛t❡❀ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐s♣✉t❡ ❡✈❡♥ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ q✉❛♥t✉♠
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ s②st❡♠s ❬✸✼❪✳
❈♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❜✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✱
■ s❤❛❧❧ r❡❢❡r t♦ ❛ st❛t❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ❛s ❝♦❤❡r❡♥t ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❜❛s✐s st❛t❡s✳✶ ✭❆s ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t✳✮ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛❞❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜❛s✐s st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r❡q✉❡♥t❧②
❧❡❛❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐❣♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡str♦②s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛❢t❡r ❛ ✇❤✐❧❡✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✭❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❋örst❡r t❤❡♦r②✮ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❛sts ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡
❡①❝✐t♦♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✐❣♠❡♥ts✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❧✐❦❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❬✸✶❪✱ ❬✸✷❪✳
❚❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥♦♥✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛t♦♠✐❝ s②st❡♠s✱ ❜✉t ✐ts ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✭❝❛❧❧❡❞ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✮
✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❢♦r ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤✖❝♦♥tr❛r② t♦ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✖❞♦
♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✷✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♦♥❧② ❝❧♦s❡ s②s✲
t❡♠ ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐ts❡❧❢✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
✐s ✉tt❡r❧② ❤♦♣❡❧❡ss✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❧❡❛♥ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠
✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❡✇ st❛t❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s tr❡❛t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✖s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐t ❡①❡rts ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✖✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛♥♥❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛s ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤✳
✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s
■♥ ❢♦r♠❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s
✇❡r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s✐t❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s
✶ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✼✳✸✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡s✱
❛s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❜❛s✐s st❛t❡s✳
✷ ■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ■ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❞♦ ♦r
❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❝❛❧❧ ❛ s②st❡♠ ❝❧♦s❡❞ ❡✈❡♥
✐❢ ✐t ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❞r✐✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛♥❞ t❤❡② ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢♦r s②st❡♠s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❬✸✽❪✳ ❖t❤❡r ❛✉t❤♦rs✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❞❡✜♥❡ ❝❧♦s❡❞♥❡ss ❛♥❞ ♦♣❡♥♥❡ss ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❛♥❞
✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✕❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ s②st❡♠s ♥♦t
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛t ❛❧❧ ❛s ✐s♦❧❛t❡❞ ❬✸✾❪✳
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✶✳✸✳ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s
✇❡r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ st✉❞✐❡s tr❡❛t❡❞
s♦♠❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇ ❞♦❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r❄ ▼❛♥② ♣❛♣❡rs r❡❧❛t❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
✈✐❜r❛t✐♦♥s t♦ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❬✹✵❪✕❬✹✷❪ ♦r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❬✹✸❪✕
❬✺✷❪✱ ❛❧❜❡✐t t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛ ❢❡✇ r❡♣♦rts ✇❤✐❝❤ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐s s♠❛❧❧
✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✹✾❪✱ ❬✺✸❪✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥
❛❧s♦ ❛r✐s❡s✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥❧② s❝❛r❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✺❪✱ ❬✹✼❪✱ ❬✺✵❪✱ ❬✺✷❪✱ ❬✺✹❪✿ ❤♦✇ ❞♦❡s t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s
❛✛❡❝t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❄ ❖r✱ ♣✉tt✐♥❣ ✐t ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✱
❝❛♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r❄
■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ■ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ■ r❡✈✐❡✇ t❤❡ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦♣✐❝✱ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞
♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ s❡r✈❡s ❛s ❛ ❝♦♥❝✐s❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❝❝✉r✲
r✐♥❣ ✐♥ ♠② ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❛s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✭❡✳❣✳✱ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s②st❡♠✱ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞
❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✮ ❛r❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❙♣❡❝✐❛❧✐sts ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❝❛♥ s❦✐♣ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ✭♥❛♠❡❧②✱ ❙❡❝s✳ ✷✳✼✱ ✷✳✽✱ ❛♥❞ ✷✳✾✮ ❛♥❞
❧♦♦❦ t❤❡♠ ✉♣ ❧❛t❡r ✐❢ t❤❡② ♥❡❡❞ ✐t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ■ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ▲✐♥❞❜❧❛❞✲
t②♣❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r ♣r♦❣r❛♠✱ ♦✉t❧✐♥❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❞✐♠❡r ❛♥❞ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✈❛r②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❛♥♥❡r✳ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❢t❡r ❛ s❤♦rt ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱
■ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♠② ♥❡✇ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥❝✐s❡ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ❈❤❛♣t❡rs ✸✱ ✺✱ ✻✱ ❛♥❞ ✽ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❛❧s♦ ❢♦r♠ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❥♦✉r♥❛❧
❛rt✐❝❧❡✱ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❆■P ❆❞✈❛♥❝❡s ❬✶❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✷
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❇❛❝❦❣r♦✉♥❞
✷✳✶ P❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❧❛❝❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①t✱ ❧❡t ✉s r❡✈✐❡✇ ❜r✐❡✢② t❤❡
st❛❣❡s ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✳ ❆❧❜❡✐t t❤❡r❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②❧♦❣❡♥❡t✐❝
❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❡✈❡r② ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ s✉♥❧✐❣❤t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥✲❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ❛rr✐✈✐♥❣ ❡♥❡r❣② r❛✐s❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣✐❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r t♦ t❤❡
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❡❥❡❝ts ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ t❤❡♥ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛♥s❢❡r ❝❤❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤✖❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✖❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ◆❆❉P+✶✱ ◆❆❉+✷✱ ♦r ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❆t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♣r♦t♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣r♦t♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✱
✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡s t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❆❚P✸ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡ ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✱ ❝❛r❜♦✲
❤②❞r❛t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❢r♦♠ CO2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉t✐❧✐③✐♥❣
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ r❡❞✉❝t❛♥ts ❛♥❞ ❆❚P ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✷✼❪✳
✷✳✷ ❚❤❡ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ ❛♣♣❛r❛t✉s ♦❢ ❣r❡❡♥ s✉❧❢✉r ❜❛❝t❡r✐❛
▲✐✈✐♥❣ ✉♥❞❡r ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✷✼❪✱ ❣r❡❡♥ s✉❧❢✉r ❜❛❝t❡r✐❛ ♣♦ss❡ss ❧❛r❣❡
❛♥t❡♥♥❛ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❤❧♦r♦s♦♠❡s✱ ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵✵ ✵✵✵ ❜❛❝t❡r✐♦❝❤♦❧♦r♦♣❤②❧❧
✭❇❈❤❧✮ ❝✱ ❞✱ ♦r ❡ ♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❊❛❝❤ ❝❤❧♦r♦s♦♠❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ❜❛s❡♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✶ ♥✐❝♦t✐♥❛♠✐❞❡ ❛❞❡♥✐♥❡ ❞✐♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ♣❤♦s♣❤❛t❡
✷ ♥✐❝♦t✐♥❛♠✐❞❡ ❛❞❡♥✐♥❡ ❞✐♥✉❝❧❡♦t✐❞❡
✸ ❛❞❡♥♦s✐♥❡ tr✐♣❤♦s♣❤❛t❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ ❛♣♣❛r❛t✉s ♦❢ ❣r❡❡♥ s✉❧❢✉r ❜❛❝t❡r✐❛✳ ❚❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ✐s
❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❇❈❤❧ ❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❧♦r♦s♦♠❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s❡♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤❡r❡ ✐t
♣r♦✈♦❦❡s ❛ ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❢s✳ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ❬✺✺❪✳
✐♥ t✉r♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✹✵ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡rs ❜② ❇❈❤❧ ❛✲♣r♦t❡✐♥s ❬✺✺❪ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✮✱ ❛❧s♦
❦♥♦✇♥ ❛s ❋❡♥♥❛✕▼❛tt❤❡✇s✕❖❧s♦♥ ✭❋▼❖✮ ♣r♦t❡✐♥ ❬✺✻❪ ❛♥❞ ❛s ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡① ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✉❜✉♥✐ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝❤❛✐♥
❛♥❞ s❡✈❡♥ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡s✉❧ts✱ ❡✐❣❤t ❬✺✼❪✮ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❇❈❤❧ ❛✲♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✺✽❪✳
❯♥❧✐❦❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ s②s✲
t❡♠s✱ t❤❡ ❋▼❖ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ✇❛t❡r✲s♦❧✉❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ✐ts ❳✲r❛② ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞
s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❬✺✾❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛s t❤❡ ✜rst
♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❣r♦✉♣ ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❬✺✽❪✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r ♦♥✱
✐t ❛❧s♦ ❜❡❝❛♠❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ■ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳
✷✳✸ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②
❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝
❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✉❧tr❛s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡ ❣❡ts t❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥t♦ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳
✷✶
DOI:10.15774/PPKE.ITK.2018.009
✷✳✹✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✖❤♦♣♣✐♥❣ ✈s✳ ❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt
❆❢t❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ τ ✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❛rr✐✈❡s ❛♥❞ ❜r✐♥❣s t❤❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳
❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❧❡t t♦ r❡❧❛① ♦✈❡r t✐♠❡ T ✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣✉❧s❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡s
❛ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛❣❛✐♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤✐r❞ ♣✉❧s❡✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ τ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ τ ❛♥❞ t✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❬✻✵❪✱ ❬✻✶❪✳
❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr✉♠ ❬✻✵❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝r♦ss ♣❡❛❦s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s ❬✻✷❪✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❡①❝✐t♦♥✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①❝✐t♦♥✐❝ st❛t❡s ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛t❤✇❛②s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✻✷❪✕❬✻✹❪✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t r❡✈❡❛❧❡❞ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❧✐❣❤t✲
❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬✸✷❪✕❬✸✺❪✳
✷✳✹ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✖❤♦♣♣✐♥❣ ✈s✳
❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt
❆s t❤❡ ♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡✐r
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✱ ✐t ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ tr❡❛t t❤❡♠ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠ ❛❧s♦ ❤❛s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❙✐♥❝❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥❡ ✐s
♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐ts st❛t❡✱ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐t ❤❛s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ t❡r♠s s②st❡♠
❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✢❡❝t s♣❛t✐❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣❀ t❤❡② r❡❢❡r✱ ✐♥st❡❛❞✱ t♦
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② tr❡❛t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦r t❤❛t
♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❲❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡s ✐s ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r
t❤❛♥ t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞
❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❜♦❧✐s❤❡s t❤♦s❡
st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ s♣r❡❛❞s ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡s✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s t❤✉s
❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦ ♦♥❡ ♣✐❣♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ❤♦♣s ✐♥❝♦❤❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t❛❦✐♥❣ ❛
r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❬✸✶❪✱ ❬✻✺❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❋örst❡r t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s
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✷✳✹✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✖❤♦♣♣✐♥❣ ✈s✳ ❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt
J
environment
system

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭②❡❧❧♦✇ ❤❡①❛❣♦♥s✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮ ❝♦♥st✐t✉t❡
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❛rr♦✇s ❛♥❞ J ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✇❤✐t❡ ❛rr♦✇s ❛♥❞ Λ✱ t❤❡ s②st❡♠✕❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❘❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ J ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r♦♠♦♣❤♦r❡s ✭♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤
Λ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r♦♠♦♣❤♦r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❘❡❣✐♠❡ ❈❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♠♦❞❡❧
J ≪ Λ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❤♦♣♣✐♥❣ ❋örst❡r t❤❡♦r②
♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t♦♥s
J ∼ Λ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s
✭❡✳❣✳✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✮
J ≫ Λ ❝♦❤❡r❡♥t✱ ✇❛✈❡❧✐❦❡ ♠♦t✐♦♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡♦r②✮✱
♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t♦♥s ❘❡❞✜❡❧❞ ❛♥❞ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮
t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t
t❤❡ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t❤❡ ❞♦♥♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❬✷✾❪✳
■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐♠✐t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣✐❣♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡s✱ ❛♥❞ ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❝♦❤❡r❡♥t❧② ✐♥ ❛ ✇❛✈❡❧✐❦❡ ♠❛♥♥❡r
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✸✶❪✱ ❬✻✺❪✳ ❚♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✖❜❡s✐❞❡s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣✐❣♠❡♥ts✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❧✐♠✲
✐t✐♥❣ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✇❡❛❦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
♠❛♥♥❡r ❬✸✶❪✱ ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❘❡❞✜❡❧❞ ❛♥❞ ▲✐♥❞❜❧❛❞ t❤❡♦r✐❡s✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✽✮✳
✷✸
DOI:10.15774/PPKE.ITK.2018.009
✷✳✺✳ ❋♦r♠❡r ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥
❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡s✱
❛♥❞ ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❢❛❧❧ ❬✸✶❪✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥
tr❛♥s❢❡r ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦❤❡r❡♥t ❬✻✺❪✳ ❍❡r❡✱ ♥❡✐t❤❡r t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ✈❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✐ts ❝❤❛♥❣❡s ♠✐❣❤t r❡❛❝t ✉♣♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❬✸✶❪✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r♠❛❧❧②
❡①❛❝t r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❧② ❜② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭❍❊❖▼✮ ❬✻✻❪ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✶✵✮✱ ✇❤♦s❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✷✽❪✳
✷✳✺ ❋♦r♠❡r ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥✲
tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❛s
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❬✻✼❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠✕❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ q✉❛♥t✉♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ✐♥tr✐❝❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤r♦♠♦♣❤♦r❡s ✇❡r❡ r❡✲
♣♦rt❡❞ t♦ ♣r♦t❡❝t ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❬✻✽❪✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ q✉❛♥t✉♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❬✻✾❪✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❛ss✐st
t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❬✼✵❪ ❛s ✐t s✉♣♣r❡ss❡s ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡♥s t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r ♦✈❡r❧❛♣ ❬✼✶❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛✲
t✐♦♥s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❛ss✐st❡❞ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt ✭❊◆❆◗❚✮ ✐s r♦❜✉st ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛♥② s②st❡♠ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✼✷❪✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡
st❛t❡♠❡♥ts ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ ❬✼✸❪ ❛♥❞ ❬✼✹❪✿ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s♣♦rt
✐s ❛tt❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ♥♦✐s② ♣r♦❝❡ss❡s✳
▲✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✉s✉❛❧❧② ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❡♥❡r❣② ❢✉♥♥❡❧s✿ t❤❡② tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❡①❝✐✲
t♦♥ ❞♦✇♥❤✐❧❧ ♦♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ s❧♦♣✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❬✷✼❪✱ ❬✸✻❪✱ ❬✹✺❪✱ ❬✼✺❪✳
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠✲
♣❧❡①✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ r❡❛❝❤❡s ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ ✐ts
❢✉♥♥❡❧✲❧✐❦❡ ✭t❤✉s ♦✛✲r❡s♦♥❛♥t✮ s✐t❡ ❡♥❡r❣② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❛♥ ✐t ✇♦✉❧❞ r❡❛❝❤ ✇✐t❤ r❡s♦♥❛♥t
s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❬✼✻❪✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❧♦♣❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❤❡❛t ❧♦ss✮ ❬✷✼❪✱ ❬✹✺❪✱ ❬✼✺❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✷✹
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✷✳✺✳ ❋♦r♠❡r ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥
❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❛❜❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ❬✸✻❪✱ ❬✺✶❪✱ ❬✺✸❪✱ ❬✼✹❪✱ ❬✼✻❪✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✿ t❤❡ r❛✐s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉s✉❛❧❧② s♣❡❡❞s ✉♣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❬✼✼❪✱
❬✼✽❪ ❛♥❞ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ❬✼✹❪✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ s❤✐❢ts t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ✈✐❜r♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ ❝♦✲
❤❡r❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣
❝♦♠♣❧❡①❡s ❬✹✵❪✱ ❬✹✶❪ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❧✐❣❤t ❤❛r✈❡st❡r ❬✹✷❪✳ ■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s✖❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s r❡s♦♥❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s✖❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❬✹✸❪✕❬✹✾❪✱
❛♥❞✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐s ♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❬✺✵❪✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❜② t❤❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ✏♦r✐❣✐♥❛❧✑ ♣❛t❤✇❛②s ❬✺✶❪❀
♦t❤❡rs✱ ❜② t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ ♥❡✇ ❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❝❤❛♥♥❡❧s ❬✹✸❪✱ ❬✹✻❪✱ ❬✺✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇❛s ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ❬✹✺❪✱ ❬✹✽❪✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❝❡rt❛✐♥ st✉❞✐❡s✖q✉❡st✐♦♥✐♥❣
t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✖✐♥❢❡rr❡❞ t❤❛t r❡s♦♥❛♥t ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦♥❧② t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ s②st❡♠s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❬✹✾❪✱ ❬✺✸❪✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐✲
t♦♥ tr❛♥s❢❡r✱ ■ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥❧② ❢❡✇✱ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆❛❧❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳
❣♦t ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✇❤❡♥ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛♥ ✉♥❞❡r❞❛♠♣❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t❤❡② ❢♦✉♥❞ ♥♦ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡✖tr❡❛t❡❞
t❤✐s t✐♠❡ ❛s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✖✇❛s str♦♥❣❧② ❞❛♠♣❡❞ ❬✺✷❪✳
❖✬❘❡✐❧❧② ❛♥❞ ❖❧❛②❛✲❈❛str♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❧♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ❢♦r str♦♥❣❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r♦t♦t②♣❡ ❞✐♠❡r ❛♥❞ ❛ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤ ❬✺✵❪✳ ✭◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
q✉❛s✐✲r❡s♦♥❛♥t ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ r❛✐s❡❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
❛❧s♦✳✮ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❲❛♥❣ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❬✹✼❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
▲✐✉ ❛♥❞ ❑ü❤♥ ❢♦✉♥❞ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛st❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❬✺✹❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■r✐s❤ ❡t ❛❧✳ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t
t❤❛t t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜②
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✢♦✇ ❬✹✺❪✳
✷✺
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✷✳✻✳ ❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
✷✳✻ ❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ r♦❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡
♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s
✭❙❡❝✳ ✷✳✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❛ ♣✉r❡
st❛t❡✱ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✕✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❛s♠✉❝❤ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s②st❡♠s ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s
✭❙❡❝✳ ✷✳✽✮✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳
✷✳✼ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s
✷✳✼✳✶ ❚❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛✲
t✐♦♥
◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦st✉❧❛t❡s ❬✼✾❪✿
✶✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛♥② q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ (q1, q2, . . . , qf , t)✱
✇❤✐❝❤ ♠❛♣s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s qi ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t✐♠❡ t t♦ ❝♦♠♣❧❡①
♥✉♠❜❡rs✳
✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t dr ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ψ∗ψdr✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛st❡r✐s❦ ✭✯✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r Lˆ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ L✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✿
Lˆψ = λψ. ✭✷✳✶✮
✹✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ L ✐s
〈L〉 =
ˆ
ψ∗Lˆψdr. ✭✷✳✷✮
✷✻
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✷✳✼✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s
✺✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥
i~
∂ψ (r, t)
∂t
= Hˆψ (r, t) , ✭✷✳✸✮
✇❤❡r❡ ~ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ P❧❛♥❝❦ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ Hˆ ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥
❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s
Hˆ = − ~
2
2m
∇2 + V (r) , ✭✷✳✹✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s❀ m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥❞ ∇ ✐s t❤❡ ♥❛❜❧❛ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
∂
∂x i+
∂
∂y j+
∂
∂zk✳
✹
❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ψ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s
♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ❢♦r♠ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥s ψ ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ψ∗✱ ❉✐r❛❝ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ |ψ〉 ❛♥❞ 〈ψ|✱ ❝❛❧❧❡❞ ❦❡t ❛♥❞ ❜r❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❉✐r❛❝ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡s❡ t❡r♠s s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ✏❜r❛✲❦❡t✑✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t t❤❛t ❤❡
✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t
〈ψ|ψ〉 =
ˆ
ψ∗ψdr. ✭✷✳✺✮
❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❜❛s✐s✳ ❆
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛s✐s✳ ■t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥
Hˆψ = Eψ. ✭✷✳✻✮
■♥ ❛♥② ❜❛s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ψ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s φi❀ t❤❛t ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
ψ =
n∑
i=1
ciφi, ✭✷✳✼✮
✹ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❢♦♦t♥♦t❡ ✷ ♦♥ ♣❛❣❡ ✶✽✳
✷✼
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✷✳✼✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
∑n
i=1 = |ci|2✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❦❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r
|ψ〉 =


c1
c2
✳✳✳
cn

 , ✭✷✳✽✮
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜r❛✱ ❛s ❛ r♦✇ ✈❡❝t♦r
〈ψ| =
[
c∗1 c
∗
2 . . . c
∗
n
]
. ✭✷✳✾✮
■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r Aˆ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① A ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡♠❡♥ts
❬✽✵❪
Aij = 〈ψi| Aˆ |ψj〉 . ✭✷✳✶✵✮
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s t❤❡ ✉♥✐t❛r② t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Uˆ (t, t0)✱
✇❤✐❝❤ ♠❛♣s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ |ψ (t0)〉 t♦ st❛t❡ |ψ (t)〉 ❛t t✐♠❡ t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
|ψ (t)〉 = Uˆ (t, t0) |ψ (t0)〉 , ✭✷✳✶✶✮
❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❬✸✽❪✳
✷✳✼✳✷ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠
❋♦r ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣♦✐♥t❧✐❦❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠
Hˆmol = Tˆel + Tˆnucl + Vˆel−el + Vˆel−nucl + Vˆnucl−nucl, ✭✷✳✶✷✮
✇❤❡r❡
Tˆel =
Nel∑
j=1
− ~
2
2mel
∇2j , ✭✷✳✶✸✮
Tˆnucl =
Nnucl∑
n=1
− ~
2
2Mn
∇2n ✭✷✳✶✹✮
❛r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ♠❛ss mel ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ ♠❛ss Mn❀
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✷✳✼✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s
Vˆel−el =
1
2
∑
i 6=j
e2
|ri − rj | , ✭✷✳✶✺✮
Vˆel−nucl = −1
2
∑
i,n
Zne
2
|ri −Rn| , ✭✷✳✶✻✮
Vˆnucl−nucl =
1
2
∑
m 6=n
ZmZne
2
|Rm −Rn| ✭✷✳✶✼✮
❛r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥✉❝❧❡✐❀ rj ❛♥❞ Rj ❞❡♥♦t❡
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ n✲t❤ ♥✉❝❧❡✉s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ e ✐s t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ Zn ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ n✲t❤ ♥✉❝❧❡✉s ❬✻✺❪✳
✷✳✼✳✸ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✕✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❚❤❡ s②st❡♠s ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ✇❡r❡ ✐♥ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣✉r❡ st❛t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ✭♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ❛ ❦❡t |ψ〉✮✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦
♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦r ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❡♥s❡♠❜❧❡✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡✳ ▲❡t ❛s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✇❡
❦♥♦✇ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ st❛t❡ |ψ1〉 ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p1✱ ✐♥ |ψ2〉
✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p2 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❝♦♥❝✐s❡
♠❛♥♥❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✭♦r ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❬✽✵❪
ρˆ =
∑
i
pi |ψi〉 〈ψi| . ✭✷✳✶✽✮
❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s❀ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ρjj ❣✐✈❡s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❜❛s✐s st❛t❡ φj ✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡s❀ ρkl ❡①♣r❡ss❡s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s st❛t❡s φk
❛♥❞ φl✳
❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t② A ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
〈L〉 = tr
(
ρˆLˆ
)
, ✭✷✳✶✾✮
✇❤❡r❡
✷✾
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✷✳✽✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠s
trAˆ =
∑
i
〈φi| Aˆ |φi〉 =
∑
i
Aii ✭✷✳✷✵✮
❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r Aˆ✱ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✱ ❛s ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❊q✳ ✭✷✳✶✽✮✮✱
✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
Trρˆ = 1. ✭✷✳✷✶✮
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡
✉s❡ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ |ψi〉✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s
✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢❛❝t♦rs pi✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t t❤❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✕✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♦r s✐♠♣❧② ✈♦♥
◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥
dρˆ (t)
dt
= − i
~
[
Hˆ (t) , ρˆ (t)
]
, ✭✷✳✷✷✮
❡①♣r❡ss❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱ ✇❤❡♥ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①
❬✸✽❪✱ ❬✽✵❪✳ ❚❤❡ ❜r❛❝❦❡t ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
[
Aˆ, Bˆ
]
= AˆBˆ− BˆAˆ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ ❛ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛♥♥❡r✱ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
✷✳✽ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s
❇❛s❡❞ ♦♥ ❘❡❢s✳ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ❬✽✶❪✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ q✉❛♥t✉♠
♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✕✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♥❞
▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ t❤❡ ❘❡❞✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡t
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳
✷✳✽✳✶ ❚❤❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✕✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡
❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡✲
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ st❛t❡ ✈❡❝t♦r |ψ (t)〉 ♦r ❞❡♥s✐t②
♠❛tr✐① ρˆ (t)✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ❜❛s✐s ❬✼✾❪ ✭s❡❡ ❊qs✳ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✷✮✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r
∣∣ψ(H) (t0)〉 ✭♦r ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρˆ(H) (t0)✮
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✷✳✽✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠s
✐s ✜①❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Aˆ(H) (t) ❛r❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✭♦r ❉✐r❛❝ ♣✐❝t✉r❡ ❬✼✾❪✮✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
t❤❡ ♣❛rt t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✿ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ✏r❡st✑ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❬✽✷❪✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣✐❝t✉r❡s ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ◆♦t❡
t❤❛t (H) ♦r (I) ✐♥ s✉♣❡rs❝r✐♣t ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs r❡❢❡r
t♦ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡s❡ s②♠❜♦❧s
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ❬✽✶❪✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ S ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ✐ts
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤ B✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡ ❛s
Hˆtot (t) = HˆS ⊗ IˆB + IˆS ⊗ HˆB︸ ︷︷ ︸
Hˆ0
+ HˆSB (t) , ✭✷✳✷✸✮
✇❤❡r❡ HˆS ❛♥❞ HˆB ❛r❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤
t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠ t❤❡ ❢r❡❡ s②st❡♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Hˆ0✱ HˆSB ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛t❤✱ IˆS ❛♥❞ IˆB st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ t✇♦
s✉❜s②st❡♠s✱ ✇❤✐❧❡ ⊗ ❞❡♥♦t❡s t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
♣✐❝t✉r❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✕✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠
dρˆtot (t)
dt
= − i
~
[
Hˆ0 + HˆSB (t) , ρˆtot (t)
]
, ✭✷✳✷✹✮
✇❤❡r❡ ρˆtot ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Hˆ(I)SB (t)✳
❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② t❤❡
✉♥✐t❛r② t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs Uˆ0 (t, 0) = e−iH0t/~ ❛♥❞ Uˆ
†
0 (t, 0) = e
iH0t/~✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇❡ ❣❡t
eiHˆ0t/~
dρˆtot (t)
dt
e−iHˆ0t/~ =
− i
~
(
eiHˆ0t/~Hˆ0↑
ρˆtot (t) e
−iHˆ0t/~ − eiHˆ0t/~ρˆtot (t) ↑Hˆ0e
−iHˆ0t/~
)
− i
~
(
eiHˆ0t/~HˆSB (t) ↑
ρˆtot (t) e
−iHˆ0t/~ − eiHˆ0t/~ρˆtot (t) ↑HˆSB (t) e
−iHˆ0t/~
)
. ✭✷✳✷✺✮
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✷✳✽✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠s
▲❡t ✉s ✐♥s❡rt e−iHˆ0t/~eHˆ0t/~ = Iˆ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❛rr♦✇s✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
eiHˆ0t/~
dρˆtot (t)
dt
e−iHˆ0t/~ =
− i
~
(
eiHˆ0t/~Hˆ0e
−iHˆ0t/~eHˆ0t/~ρˆtot (t) e−iHˆ0t/~
−eiHˆ0t/~ρˆtot (t) e−iHˆ0t/~eHˆ0t/~Hˆ0e−iHˆ0t/~
)
− i
~
(
eiHˆ0t/~HˆSB (t) e
−iHˆ0t/~eHˆ0t/~ρˆtot (t) e−iHˆ0t/~
−eiHˆ0t/~ρˆtot (t) e−iHˆ0t/~eHˆ0t/~HˆSB (t) e−iHˆ0t/~
)
. ✭✷✳✷✻✮
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❛st ❛s
d
dt
(
eiHˆ0t/~ρˆtot (t) e
−iHˆ0t/~
)
=
− i
~
[
eiHˆ0t/~Hˆ0e
−iHˆ0t/~, eiHˆ0t/~ρˆtot (t) e−iHˆ0t~
]
− i
~
[
eiHˆ0t/~HˆSB (t) e
−iHˆ0t/~, eiHˆ0t/~ρˆtot (t) e−iHˆ0t~
]
, ✭✷✳✷✼✮
✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t
eiHˆ0t/~
dρˆtot (t)
dt
e−iHˆ0t/~ =
d
dt
(
eiHˆ0t/~ρˆtot (t) e
−iHˆ0t/~
)
. ✭✷✳✷✽✮
■♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✼✮✱ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♠✉t❛t♦r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s✱ ❛s e±iHˆ0t ❝♦♠♠✉t❡s
✇✐t❤ Hˆ0✱ ❛♥❞ t❤✉s eiHˆ0t/~Hˆ0e−iHˆ0t/~ = Iˆ✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
Hˆ
(I)
SB (t) =e
iHˆ0t/~ (t) HˆSB (t) e
−iHˆ0t/~, ✭✷✳✷✾✮
ρˆ
(I)
tot (t) =e
iHˆ0t/~ρˆtot (t) e
−iHˆ0t/~ ✭✷✳✸✵✮
❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✷✼✮✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣✐❝t✉r❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✕✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥
d
dt
ρˆ
(I)
tot (t) = −
i
~
[
Hˆ
(I)
SB (t) , ρˆ
(I)
tot (t)
]
, ✭✷✳✸✶✮
✇❤✐❝❤ t❤✉s ❝♦♥t❛✐♥s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳
▲❡t ✉s ♣✉t ❊q✳ ✭✷✳✸✶✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠
✸✷
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✷✳✽✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠s
ρˆ
(I)
tot (t) = ρˆ
(I)
tot (0)−
i
~
tˆ
0
[
Hˆ
(I)
SB (τ) , ρˆ
(I)
tot (τ)
]
dτ. ✭✷✳✸✷✮
■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✸✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
d
dt
ρˆ
(I)
tot (t) = −
1
~
[
Hˆ
(I)
SB, ρˆ
(I)
tot (0)
]
− 1
~2
tˆ
0
[
Hˆ
(I)
SB (t) ,
[
Hˆ
(I)
SB (τ) , ρˆ
(I)
tot (τ)
]]
dτ. ✭✷✳✸✸✮
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρˆ(I)tot✱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ s②st❡♠✕❜❛t❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρˆ(I)S ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ ρˆ(I)tot ♦✈❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢
t❤❡ ❜❛t❤✱ t❤❛t ✐s✱
ρˆ
(I)
S (t) = trB ρˆ
(I)
tot (t) . ✭✷✳✸✹✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✸✸✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛t❤✱ t❤❡♥✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t✺
trB
[
Hˆ
(I)
SB (t) , ρˆ
(I)
tot (0)
]
= 0, ✭✷✳✸✺✮
✇❡ ♦❜t❛✐♥
d
dt
ρˆ
(I)
S (t) = −
1
~2
tˆ
0
trB
[
Hˆ
(I)
SB (t) ,
[
Hˆ
(I)
SB (τ) , ρˆ
(I)
tot (τ)
]]
dτ. ✭✷✳✸✻✮
✷✳✽✳✷ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
▲❡t ρˆB,0 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♠❛② ❡①♣r❡ss t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛t t✐♠❡ t ❛s
ρˆ
(I)
tot (t) = ρˆ
(I)
S (t)⊗ ρˆB,0 +O
(
HˆSB
)
, ✭✷✳✸✼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝❛✉s❡s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ❛s t✐♠❡ ❣♦❡s ♦♥✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✺ ❆s Hˆ
(I)
SB ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② HˆSB ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✷✳✷✾✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Bˆα (t) ♦❢ t❤❡
❜❛t❤ ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✷✳✹✹✮✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✺✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❜❛t❤✳ ■❢
〈
Bˆα
〉
= trB
{
Bˆα(t)ρˆB,0
}
= 0✱ t❤❡♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✺✮ ❤♦❧❞s ❬✸✽❪✱ ❬✽✸❪✳
✸✸
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✷✳✽✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠s
✐s ✇❡❛❦✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡
♦♠✐t t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ O
(
HˆSB
)
✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛
ρˆ
(I)
tot (t) ≈ ρˆ(I)S (t)⊗ ρˆB,0 ✭✷✳✸✽✮
✐♥t♦ ❊q✳ ✭✷✳✸✻✮ ❣✐✈❡s
d
dt
ρˆ
(I)
S (t) = −
1
~2
tˆ
0
trB
[
Hˆ
(I)
SB (t) ,
[
Hˆ
(I)
SB (τ) , ρˆ
(I)
S (τ)⊗ ρˆB,0
]]
dτ, ✭✷✳✸✾✮
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳
✷✳✽✳✸ ▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✖❘❡❞✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥
❚❤❡ ♥❡①t✱ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❜❛t❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ♦♥❧②
s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦r✱ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ t❤❛t t❤❡
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ✭❛s ✐t ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ❞❡❝❛② ♦✈❡r ❛ t✐♠❡
s❝❛❧❡ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛t❤ ♠❡♠♦r②❧❡ss✳ ❯♥❞❡r s✉❝❤ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t s♦❧❡❧② ♦♥ ✐ts ♣r❡s❡♥t st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ρˆ(I)S (τ) ✇✐t❤ ρˆ
(I)
S (t) ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✸✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❘❡❞✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥
d
dt
ρˆ
(I)
S (t) = −
1
~2
tˆ
0
trB
[
Hˆ
(I)
SB (t) ,
[
Hˆ
(I)
SB (τ) , ρˆ
(I)
S (t)⊗ ρˆB,0
]]
dτ. ✭✷✳✹✵✮
✷✳✽✳✹ ❙❡❝✉❧❛r ♦r r♦t❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✖▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥
❚♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡✱ ❧❡t ✉s
r❡♣❧❛❝❡ τ ❜② t−τ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❛♥❞ t ❜②∞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛ss✉♠✐♥❣✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r st❡♣ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Hˆ(I)SB ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [−∞, t]✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❛t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❝❛② ❢❛st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡
s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❙♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
d
dt
ρˆ
(I)
S (t) = −
1
~2
∞ˆ
0
trB
[
Hˆ
(I)
SB (t) ,
[
Hˆ
(I)
SB (t− τ) , ρˆ(I)S (t)⊗ ρˆB,0
]]
dτ. ✭✷✳✹✶✮
▲❡t ✉s ❡①♣r❡ss t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛s
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✷✳✽✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠s
HˆSB =
∑
α
Aˆα ⊗ Bˆα, ✭✷✳✹✷✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs Aˆα ❛♥❞ Bˆα r❡✢❡❝t ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ α ❝♦✉♣❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛t❤✳ ❆s ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡
♦♣❡r❛t♦rs Aˆα t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥♦♣❡r❛t♦rs Aˆα (ω) ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡ s②st❡♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
HˆS ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
Aˆα =
∑
α,ω
Aˆα (ω) , ✭✷✳✹✸✮
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ω ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs
❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛s
Hˆ
(I)
SB (t) =
∑
α,ω
e−iωtAˆα (ω)⊗ Bˆα (t) , ✭✷✳✹✹✮
✇❤❡r❡
Bˆα (t) = e
iHˆBtBˆαe
−iHˆBt. ✭✷✳✹✺✮
❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✹✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✷✳✹✶✮ ②✐❡❧❞s
d
dt
ρˆ
(I)
S (t) =
∑
ω,ω′
∑
α,β
ei(ω
′−ω)tΓˆαβ (ω)
(
Aˆβ (ω) ρˆ
(I)
S (t) Aˆ
†
α
(
ω′
)
− Aˆ†α (ω) Aˆβ (ω) ρˆ(I)S (t)
)
+ h.c. ✭✷✳✹✻✮
■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❤✳❝✳ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞
Γˆαβ (ω) =
∞ˆ
0
eiωs
〈
Bˆ†α (t) Bˆβ (t− s)
〉
ds ✭✷✳✹✼✮
✐s t❤❡ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
〈
Bˆ†α (t) Bˆβ (t− s)
〉
= trB
{
Bˆ†α (t) Bˆβ (t− s) ρˆB,0
}
. ✭✷✳✹✽✮
✳
■♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✻✮✱ t❤♦s❡ t❡r♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ω 6= ω′ ❡①❤✐❜✐t ❢❛st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t
t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s s❤♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
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✷✳✽✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠s
❞②♥❛♠✐❝s✱ t❤❡s❡ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✳ ▼❛❦✐♥❣ t❤✐s s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❡❝✉❧❛r ♦r r♦t❛t✐♥❣ ✇❛✈❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥
d
dt
ρˆ
(I)
S (t) = −
i
~
[
Hˆ
(I)
LS , ρˆ
(I)
S (t)
]
+D
(
ρˆ
(I)
S (t)
)
. ✭✷✳✹✾✮
❍❡r❡✱
Hˆ
(I)
LS =
∑
ω
∑
α,β
1
2i
(
Γˆαβ (ω)− Γˆ†βα (ω)
)
✭✷✳✺✵✮
✐s t❤❡ ▲❛♠❜ s❤✐❢t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡ ❜❛t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♦♣❡r❛t♦r
D
(
ρ
(I)
S (t)
)
=
∑
ω
∑
α,β
γˆαβ
(
Aˆβ (ω) ρˆ
(I)
S (t) Aˆ
†
α
(
ω′
)
−1
2
Aˆ†α (ω) Aˆβ (ω) ρˆ
(I)
S (t)−
1
2
ρˆ
(I)
S (t) Aˆ
†
α (ω) Aˆβ (ω)
)
, ✭✷✳✺✶✮
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t♦r✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡
γˆαβ = Γˆαβ (ω) + Γˆ
†
βα (ω) . ✭✷✳✺✷✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✹✾✮ t♦ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
d
dt
ρˆS (t) = − i
~
[
HˆLS + HˆS , ρˆS (t)
]
+D (ρˆS (t)) , ✭✷✳✺✸✮
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠
d
dt
ρˆS (t) =− i
~
[
HˆLS + HˆS , ρˆS (t)
]
✭✷✳✺✹✮
+
∑
j
γj
(
Aˆj ρˆS (t) Aˆ
†
j −
1
2
Aˆ†jAˆj ρˆS (t)−
1
2
ρˆS (t) Aˆ
†
jAˆj
)
, ✭✷✳✺✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts γj ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ Aˆj ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞
♦♣❡r❛t♦rs✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
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✷✳✾✳ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✷✳✾ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❊①❝✐t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s r❡❧❛① ❛❢t❡r ❛ ✇❤✐❧❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡✐r ❡①❝❡ss ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ r❛❞✐❛t✐✈❡ ♦r ♥♦♥✲
r❛❞✐❛t✐✈❡ ✇❛② t♦ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ T1 ✭❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✮ ❞❛♠♣✲
✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛s r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t T2
✭tr❛♥s✈❡rs❡✮ ❞❛♠♣✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✐st✉r❜ ♦♥❧② t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛✉s✲
✐♥❣ ♦♥❧② ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❬✽✹❪✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r
♣r♦❝❡ss✱ ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳
✷✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❘❡❞✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥
❆s ✐t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✽✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❘❡❞✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥ tr❡❛t t❤❡
s②st❡♠✕❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♠❛tr✐① ❦❡❡♣✐♥❣ ✐ts ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐ts tr❛❝❡ ✶✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
❘❡❞✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ s❡❝✉❧❛r ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧
❝❛r❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❬✽✺❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♣❤♦✲
t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡② ❢❛✐❧ ❛s t❤❡② ♦✈❡r✲
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠✕❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s str♦♥❣ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❬✽✻❪✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣✱ ■s❤✐③❛❦✐
❛♥❞ ❋❧❡♠✐♥❣ ❬✻✻❪ ❛❞❛♣t❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❚❛♥✐♠✉r❛ ❬✽✼❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥
t♦❞❛② ❛s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭❍❊❖▼✮✳ ❯s✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜❛t❤ ✐♥ ❛ ❢♦r✲
♠❛❧❧② ❡①❛❝t ♠❛♥♥❡r✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♦♣❡r❛t♦rs t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ s♠❛❧❧❡r s②st❡♠s ❬✷✽❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✸
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧
✸✳✶ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ■ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ st✉❞② ❤♦✇ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱
❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss✳
■ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✽✱ ✇❤✐❝❤
❡♥❛❜❧❡❞ ♠❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s✐♠♣❧❡✱ ❝❧❡❛r✲❝✉t ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠② ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✸✳✶✮✿
✶✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢ N ♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭s✐t❡s✮✳ ❊❛❝❤ s✐t❡
❤❛s t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡
✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤✉s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ♥♦t ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛t❤✮✳ ❚❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡
♦❢ ❡❛❝❤ s✐t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✳ ❚❤❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ t✉r♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s✳
✷✳ ❚❤❡ ❞✐♣♦❧❡✕❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐t❡s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥✲
❞♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
✸✳ ■ ❛ss✉♠❡ ❛ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✶✱ ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛s ✐♥❝♦❤❡r❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞✖✐❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
③❡r♦✖❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
✶ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇♦r♥ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝s✳ ✷✳✽✳✷ ❛♥❞
✷✳✽✳✸✳
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✸✳✷✳ ❇❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡
environment
system
pigment molecule
reaction center
(N+1-th site)
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢ N
♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭s✐t❡s✮ ✭②❡❧❧♦✇ ❤❡①❛❣♦♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t♦ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✭N + 1✲t❤ s✐t❡✮ ✭❣r❛② tr❛♣❡③♦✐❞✮✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭❜❧✉❡
❝✐r❝❧❡s✮✳
✹✳ ❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①tr❛✱ N+1✲t❤ s✐t❡✱ ✇❤✐❝❤
❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❡♥❡r❣② s✐♥❦ ❬✹✺❪✱ ❬✺✷❪✱ ❬✺✹❪✱ ❬✼✵❪✳ ❚❤✐s s✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♣♣❡❞ ❜② ❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❬✽✽❪✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡s ❝✐t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✺ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈✐❜r♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧s ❬✹✶❪✱ ❬✹✷❪✱ ❬✹✺❪✕❬✹✼❪✱ ❬✺✵❪✱
❬✺✷❪ ✭r❡s❡♠❜❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ★✶✮✱ s♦♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛s
✇❡❧❧ ❬✹✵❪✱ ❬✹✹❪✱ ❬✹✽❪✱ ❬✹✾❪✱ ❬✺✸❪✱ ❬✺✹❪✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤
♦♥❡s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳
■ ✇❛s ❛❜♦✉t t♦ ✜♥✐s❤ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ✇❤❡♥ ■ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❘❡❢✳ ❬✹✺❪ ❛♥❞ ❘❡❢✳ ❬✺✹❪✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs r❡s❡♠❜❧❡ ♠✐♥❡ ✐♥ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛♣❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ t✇♦
❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡①tr❛ st❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♣✉r❡❧② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛♣❡r✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
s②st❡♠✕❜❛t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛♥ ■ ❞♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✱ t❤❛t ✐s✱ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡❝❦♦♥ ✇✐t❤ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣✳
✸✳✷ ❇❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡
❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❇♦r♥✕❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ■ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ ❜❛s✐s st❛t❡s ♦❢
❡❛❝❤ s✐t❡ ✐ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❬✽✾❪✱ ✐✳❡✳✱
∣∣∣ϕ(i)εν〉 =∣∣∣φ(i)ε 〉 ∣∣∣χ(i)εν〉✱ ✇❤❡r❡ ■ ❤❛✈❡ ♦♠✐tt❡❞ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦♣❡r❛t♦r ⊗ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠✲
♣❧✐❝✐t②❀ ε = {g, e} ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦r ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✱ ❛♥❞ ν ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
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✸✳✷✳ ❇❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✱ ♦✉t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ V (i) ❧♦✇❡st ♦♥❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✭✐✳❡✳✱ ν = 0, 1, . . . , V (i) − 1✮✳ ✭❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✳✶ ♦❢
t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳✮ ❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✭✐✳❡✳✱ ω(i,g)vib = ω
(i,e)
vib = ω
(i)
vib✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐t❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✮✳ ❚❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥❡♥❡r❣✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s
E(i)gν =E
(i)
eν = ~ω
(i)
vib
(
ν +
1
2
)
, ✭✸✳✶✮
χ(i)gν (x) =N
(i,g)
ν Hν (ξ) exp
(
−ξ
2
2
)
, ✭✸✳✷✮
χ(i)eν (x) =N
(i,e)
ν Hν (ξ − d) exp
(
−
(
ξ − d(i))2
2
)
, ✭✸✳✸✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬✽✾❪✱ ✇❤❡r❡ ξ = α(i)x ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❛♥❞ d(i) = α(i)
(
∆x(i)
)
✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s d(i) =
√
2S (i) ❢r♦♠ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S(i) ❬✹✽❪✳ ✭❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ■ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡✱ ■ ✇✐❧❧ ❞r♦♣ t❤❡ ✐♥❞❡① (i)
❢r♦♠ ✐ts ♥♦t❛t✐♦♥✳✮ ■♥ ❊qs✳ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✮✱ Hν (ξ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ν✲t❤ ❍❡r♠✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
✇❤❡r❡❛s
N (i)gν = N
(i)
eν =
√
α(i)√
pi2νν!
✭✸✳✹✮
st❛♥❞s ❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ α(i) = (m(i)k(i)/~2)1/4✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♦♥❧②
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✸✳✶✵✮✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
α(i) ❝❛♥❝❡❧s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡ s❡t t♦ ✶✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❡❞❧❡ss t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♥st❛♥t k(i) ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss m(i) ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❆♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
∣∣ϕ(i)〉 =∑
ε=g,e
∑
ν
c
(i)
εν
∣∣∣ϕ(i)εν〉 ♦❢ ✐ts ✈✐❜r♦♥✐❝ ❜❛s✐s st❛t❡s✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t❡s ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✱ ❛♥❞
t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s |Ψm〉 =
∣∣∣ϕ(1)p 〉 ⊗ ∣∣∣ϕ(2)q 〉 ⊗ . . . ⊗∣∣∣ϕ(N)s 〉⊗∣∣∣ϕ(N+1)t 〉 , ✇❤❡r❡ p, q, . . . , s, t r✉♥ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ s✐t❡s 1, 2, . . . , N+1✱
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✸✳✷✳ ❇❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡
( )
0
i
e
( )
1
i
e
( )
2
i
e
( )
0
i
g
( )
1
i
g
( )
2
i
g
E
( )i
egE
( ) ( )2i id S

( , )i e
vib
( , )i g
vib
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ i✲t❤ s✐t❡✳ ❊❛❝❤ s✐t❡ ❤❛s t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ✭♥❛♠❡❧②
❛ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✮✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✭✐✳❡✳✱
ω
(i,g)
vib = ω
(i,e)
vib = ω
(i)
vib✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t d
(i) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ❞❡♣✐❝ts
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ✳ E(i)eg ✱ λ(i)✱ ❛♥❞ S(i) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐t❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡
r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❬✶❪
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t✉♣❧❡ ❢♦r♠❡❞
♦❢ N + 1 ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s✐t❡✳
❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ■ r❡str✐❝t t❤✐s s❡t t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❡①❝✐t♦♥
❜❛s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤♦s❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛t ♠♦st ♦♥❡ s✐t❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ■ ❛✐♠ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♦♥❡ ❡①❝✐t♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ st❛rt✐♥❣ s✐t❡✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ s✐t❡ ✶✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ■ ❝❤♦♦s❡ |Ψ(0)〉 =
∣∣∣ϕ(1)e0 , ϕ(2)g0 , . . . , ϕ(N+1)g0 〉 ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ✭❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛t ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
s❡❡ ❙❡❝✳ ✺✳✺✳✷✳✮ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ t❤❡
s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❡①❝✐t♦♥ st❛t❡✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧✱ ■ ❛♣♣❧② t❤❡ t✇♦✲
♣❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ■ ♥❛rr♦✇ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t♦ t❤♦s❡ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞ s✐t❡✱ ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r s✐t❡s
✭❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✮ t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ t❤❛t ✐s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞
❬✺✹❪✱ ❬✾✵❪✳
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✸✳✸✳ ▼❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥
✸✳✸ ▼❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥
❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✺✮✳
❚❤✉s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t HˆLS = 0✱ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρˆS ♦❢ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠
d
dt
ρˆS (t) = − i
~
[
HˆS , ρˆS (t)
]
+
∑
j
γj
(
Aˆj ρˆS (t) Aˆ
†
j −
1
2
Aˆ†jAˆj ρˆS (t)−
1
2
ρˆS (t) Aˆ
†
jAˆj
)
. ✭✸✳✺✮
■ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✺✮ HˆS ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s✱ ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✉♥✐t❛r② ✭❝♦❤❡r❡♥t✮ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✹✮✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♦♣❡r❛t♦rs Aˆj t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts γj✖❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❘❡❢✳ ❬✾✶❪✱ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡✐r ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❢♦r♠s✱ Cˆj =
√
γjAˆj ✱ ❛s ✏❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs✑✖❢♦r✲
♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲✐♥❞✉❝❡❞✱ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ✭✐♥❝♦❤❡r❡♥t✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▼② ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡s
✜✈❡ t②♣❡s ♦❢ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✿ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✮✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ✭❛t ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ✭❚❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❛r❡ ❡①♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺❀ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✻✮✳
■ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡
∣∣∣ϕ(i)ev〉 ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ i✲t❤ s✐t❡ ✐s ✐♥
t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ❛♥❞ ✐♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ν) ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛s
P (i)eν =
∑
|Ψm〉∈
{
...⊗
∣∣∣ϕ(i)eν
〉
⊗...
}
〈Ψm| ρˆ |Ψm〉 , ✭✸✳✻✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐s st❛t❡s |Ψm〉 ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ i✲t❤ s✐t❡ ✐s
✐♥ st❛t❡
∣∣∣ϕ(i)ev〉✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♦t❤❡r s✐t❡s ✐s ❛r❜✐tr❛r②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t
t❤❡ i✲t❤ s✐t❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✐ts ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡
s✐t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
P (i)e =
∑
ν
∑
|Ψm〉∈
{
...⊗
∣∣∣ϕ(i)eν
〉
⊗...
}
〈Ψm| ρˆ |Ψm〉 =
∑
ν
P (i)eν . ✭✸✳✼✮
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✸✳✹✳ ❯♥✐t❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✸✳✹ ❯♥✐t❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
■ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✺✮ ❛s
HˆS =
N∑
i=1
E(i)eg aˆ
(i)†aˆ(i)+
N∑
i=1
~ω
(i)
vibbˆ
(i)†bˆ(i) +
∑
m,n
Jnm |Ψn〉 〈Ψm| . ✭✸✳✽✮
❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ❡♥❡r❣② ~ω(i)vib/2 ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✶✮✮✳
❚❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✭❝r❡❛t✐♦♥✮ ♦♣❡r❛t♦rs aˆ(i) ❛♥❞ bˆ(i) ✭aˆ(i)†
❛♥❞ bˆ(i)† ✮✱ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ E(i)eg ❞❡♥♦t❡s ✱
✇❤✐❧❡ ~ω(i)vib ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡✳ ✭■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
■ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡ ❛♥❞ t❤✉s ■ ✇✐❧❧ ❞r♦♣ t❤❡ ✐♥❞❡① (i) ❢r♦♠
t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳✮
❚❤❡ t❤✐r❞✱ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✽✮ ❢♦r♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐❜r♦♥✐❝
❜❛s✐s st❛t❡s |Ψm〉 ❛♥❞ |Ψn〉✳ ❙✐♥❝❡ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❞✐♣♦❧❡✕❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ Jnm ✐s ♥♦♥③❡r♦ s♦❧❡❧② ✇❤❡♥ |Ψm〉 ❛♥❞ |Ψn〉 ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t✇♦ s✐t❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❆ ❛♥❞ ❇✱ s♦ t❤❛t
|Ψm〉 =
∣∣∣. . . , ϕ(A)eν , . . . , ϕ(B)gµ , . . .〉 ,
|Ψn〉 =
∣∣∣. . . , ϕ(A)gν′ , . . . , ϕ(B)eµ′ , . . .〉 , ✭✸✳✾✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ✭. . .✮ ❞❡♥♦t❡ s✐t❡s ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✐♥ |Ψm〉 ❛♥❞ |Ψn〉✳ ❚❤✉s✱
✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ |Ψm〉 → |Ψn〉✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞
❢r♦♠ s✐t❡ ❆ ✭❜❡❤❛✈✐♥❣ ❛s t❤❡ ❞♦♥♦r✮ t♦ s✐t❡ ❇ ✭❜❡❤❛✈✐♥❣ ❛s t❤❡ ❛❝❝❡♣t♦r✮✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡rs❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✸✭❛✮✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥t J (AB) ✭❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡
❞✐♣♦❧❡✕❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s |Ψm〉 ❛♥❞ |Ψn〉 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
Jnm = J
(AB)
〈
χ
(A)
gν′
∣∣∣χ(A)eν 〉〈χ(B)eµ′ ∣∣∣χ(B)gµ 〉 , ✭✸✳✶✵✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r✲
❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❬✻✺❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s ❞❡♣❡♥❞s s♦❧❡❧② ♦♥
✹✸
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❡✐❣❡♥st❛t❡s ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s
〈
χ
(i)
gν′
∣∣∣χ(i)eν〉 = δνν′ ✳
✸✳✺ ◆♦♥✲✉♥✐t❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
■ tr❡❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s ❛ ❤❡❛t ❜❛t❤✱ ✇❤♦s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❇♦r♥ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝s✳ ✷✳✽✳✷ ❛♥❞ ✷✳✽✳✸✱ ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ■ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠
❛s ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞✖✐❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ③❡r♦✖✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ✭■ ♥❡❣❧❡❝t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡♥❡r❣② ❣❛♣s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t kBT ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳✮ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜② ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Cˆnm =
√
γnmAˆnm =
√
γnm |Ψn〉 〈Ψm| , ✭✸✳✶✶✮
✇❤❡r❡ Aˆnm = |Ψn〉 〈Ψm| (m 6= n) ❞❡♥♦t❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✸✳✺✮✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ρˆm,m t♦
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ρˆn,n ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τnm = γ−1nm ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ✭❝♦❤❡r❡♥❝❡s✮ ✐♥ t❤❡ m✲t❤ r♦✇ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ m✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛s
✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✳ ✭❆✳✶✮ ♦❢ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r Cˆnm r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ |Ψm〉 → |Ψn〉 t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② r❛♥❞♦♠ st❡♣s ❛s ✐t tr❡❛ts t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳✷
✸✳✺✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❊❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❣❡ts t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❚♦
♠♦❞❡❧ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ■ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ |Ψm〉 → |Ψn〉 ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s
t❤❛t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ s✐t❡ A✱ s♦ t❤❛t |Ψm〉 =
∣∣∣. . . , ϕ(A)eν , . . .〉
❛♥❞ |Ψn〉 =
∣∣∣. . . , ϕ(A)g0 , . . .〉 ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✭❜✮✮✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡✱ t❤❛t ✐s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✷ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ t✐♠❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❤♦rt❡r t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡
st❡♣✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛♥② t✐♠❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❛✈❡r❛❣❡✲❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
✹✺
DOI:10.15774/PPKE.ITK.2018.009
✸✳✺✳ ◆♦♥✲✉♥✐t❛r② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❛s ✇❡❧❧✳✮ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs Cˆnm =
√
γnm |Ψn〉 〈Ψm|✱
✇❤❡r❡ γnm ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ τeg✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
r❡❧❛①❛t✐♦♥✿ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤
s✐t❡ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ν✳
✸✳✺✳✷ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
■♥ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛❧❧♦✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ st❛t❡s✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ∆ν = ±1 ❬✾✷❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s t❤❛t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ s✐t❡ A✱ s♦ t❤❛t |Ψm〉 =
∣∣∣. . . , ϕ(A)ǫν , . . .〉 ❛♥❞ |Ψn〉 = ∣∣∣. . . , ϕ(A)ǫν−1, . . .〉✱ ■
❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r Cˆnm =
√
γnm |Ψn〉 〈Ψm|✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ |Ψm〉 → |Ψn〉 ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✭❝✮✮✳ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t γnm ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
∣∣∣〈χ(A)εν−1∣∣∣ µˆ ∣∣∣χ(A)εν 〉∣∣∣2✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✱ ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
√
ν ❬✾✷❪✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s γnm = ντ
−1
vib ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡
❝♦♥st❛♥t τvib ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥
t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳
■❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♥♦♥③❡r♦✱ t❤❡ r❡✈❡rs❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ |Ψn〉 →
|Ψm〉✱ ❛❧s♦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r Cˆmn =
√
γmn |Ψm〉 〈Ψn|✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s
γmn = γnm exp
(
−~ωvib
kBT
)
. ✭✸✳✶✷✮
✸✳✺✳✸ P✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣
▲❡t ✉s r❡♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r Cˆnm ❛♥❞ Cˆmn ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺✳✷ ✇✐t❤ CˆÖnm =
√
γnm |Ψm〉 〈Ψm| ❛♥❞ CˆÖmn =
√
γmn |Ψn〉 〈Ψn|✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t
γnm = ντ
−1
pd t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺✳✷ ✭✐✳❡✳✱ τpd = τvib✮✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦rs
❢♦r♠✉❧❛t❡ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✿ t❤❡② ❞❛♠♣ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❡①✲
❛❝t❧② ❧✐❦❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r
✭❝♦♠♣❛r❡ ❊qs✳ ✭❆✳✶✮ ❛♥❞ ✭❆✳✷✮ ♦❢ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ■ ❛♣♣❧② s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs
♦♥❧② ✐♥ ✜✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ✏Ö✑ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r✮✱ ♥❛♠❡❧② t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ❤♦✇ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✮ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦
t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❡✛❡❝ts ✭s❡❡ ❙❡❝s✳ ✺✳✹ ❛♥❞ ✻✳✷✮✳
✹✻
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✸✳✻✳ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ s✐♥❦✖t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②
✸✳✺✳✹ ◆♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
■♥ ♠② ♠♦❞❡❧✱ ♠♦st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✲
✈✐❛♥ ✭♠❡♠♦r②❧❡ss✮ ❜❛t❤✱ ❜✉t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✭♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✮
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐s ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐t❡ ❛♥❞
t❤❡ ❜❛t❤ ✭❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② λ(i)✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣
❤❛s t✇♦ ♣❛rts✿ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S(i)❀ ❛♥❞ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❜❛t❤✱ ❝❛✉s✐♥❣
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τvib✳ ■♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r ❛s
λ(i) = ~ω
(i)
vibS
(i) ✭✸✳✶✸✮
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✮✳
✸✳✻ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ s✐♥❦✖t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❘❡❢s✳ ❬✹✺❪✱ ❬✺✷❪✱ ❬✼✵❪✱ ■ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② s✐♥❦✳ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡
✐t ❛s ❛♥ ❡①tr❛✱ N + 1✲t❤ s✐t❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧
❛♥❞ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛s ♠❛♥② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛s t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s✐t❡ A ❤❛s✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s✐♥❦ s✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ s✐t❡ A✳ ❚❤❡ s✐♥❦ s✐t❡ ✐s
♥♦t ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲✐♥❞✉❝❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♥♦r ✐s ✐t ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✏♥♦r♠❛❧✑
s✐t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ❧✐♥❦❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② t♦
s✐t❡ A ✈✐❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs Cˆnm =
√
γRC |Ψn〉 〈Ψm| ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ❜❛s✐s
st❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
|Ψm〉 =
∣∣∣. . . , ϕ(A)eν , . . . , ϕ(N+1)g0 〉 ,
|Ψn〉 =
∣∣∣. . . , ϕ(A)g0 , . . . , ϕ(N+1)eν 〉 , ✭✸✳✶✹✮
✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❡❧❧✐♣s❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ |Ψm〉 ❛♥❞ |Ψn〉✳ ❚❤❡s❡
❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r♠✉❧❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s |Ψm〉 → |Ψn〉✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②
✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧② ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ s✐♥❦ s✐t❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✸✭❞✮✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
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✸✳✻✳ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ s✐♥❦✖t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②
t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ρˆn,n ♦❢ st❛t❡ |Ψn〉 ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ■ s✐♠♣❧②
❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❦ s✐t❡ ❛t t✐♠❡ t ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣②
❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ s✐t❡✱ s❛②✱ s✐t❡ ✶✿
η(t) =
〈
E(N+1)(t)
〉〈
E(1)(0)
〉 , ✭✸✳✶✺✮
✇❤❡r❡
〈
E(i)(t)
〉
= Tr
[
ρˆ (t)
(
E(i)eg aˆ
(i)†aˆ(i) + ~ω(i)vibbˆ
(i)†bˆ(i)
)]
. ✭✸✳✶✻✮
❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡✐♥ ❞❡♣❡♥❞s ❞❡❝✐s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τRC =
γ−1RC ♦❢ t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❤❡♣t❛♠❡r✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✿ ✜rst✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✏♥♦r♠❛❧✑ s✐t❡s t❤❡r❡ t❤❛t ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ t❤❡ s✐♥❦ s✐t❡❀ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱✖s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤♦s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✏♥♦r♠❛❧✑ s✐t❡s ❛r❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①❝✐t❡❞✱ ❜✉t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ✐♥
t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✖❛❧❧ t❤❡ ✏♥♦r♠❛❧✑ s✐t❡s
✭i = 1, 2, . . . , 7✮ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥ st❛t❡
|Ψn〉 ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✹✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✹
■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❙♦❢t✇❛r❡
✹✳✶ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✲
✇❛r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ■ ✇r♦t❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡ ✐♥ P②t❤♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠
❚♦♦❧❜♦① ✐♥ P②t❤♦♥ ✭◗✉❚✐P✮ ❬✾✶❪✱ ❬✾✸❪ ✭✈❡rs✐♦♥ ✸✳✶✳✵✮✱ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡✱ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞
❧✐❜r❛r②✱ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✶✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛❥♦r st❡♣s✿
✶✳ ❘❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✷ ❢r♦♠ ❛ ❝s✈ ✜❧❡✳
✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s st❛t❡s✳
✸✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳
✹✳ ❘✉♥♥✐♥❣ ◗✉❚✐P ✬s ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r
♠❡s♦❧✈❡✭❍✱ r❤♦✵✱ t❧✐st✱ ❝❴♦♣s✱ ❡❴♦♣s✮✱
✇❤❡r❡ ❍ ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② HˆS ✐♥ ❊q✳ ✸✳✺✮✱ r❤♦✵ ✐s
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭ρˆ (0)✮✱ ❛♥❞ ❝❴♦♣s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✭Cˆj✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ st❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s s❡❧❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❡❴♦♣s✱ ✐♥ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ✐♥ t❧✐st✳
✺✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛❣r❛♠s✱ s❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ✜❧❡s✳
✶ ❋♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛♣❡rs ✉s✐♥❣ ◗✉❚✐P✱ s❡❡ ❤tt♣✿✴✴q✉t✐♣✳♦r❣✴✉s❡rs✳❤t♠❧✳
✷ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶✱ ✺✳✷✱ ✻✳✶✱ ❛♥❞ ✻✳✷✳
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✹✳✷✳ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r ♣r♦❣r❛♠
✹✳✷ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r ♣r♦❣r❛♠
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ ◗✉❚✐P✱ ■ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐ts ❜✉✐❧t✲✐♥ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥
s♦❧✈❡r ✇♦r❦s ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♠② ♦✇♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣r♦❣r❛♠✱ ■ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ t❡st ❝❛s❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
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❈❤❛♣t❡r ✺
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❉✐♠❡rs
✺✳✶ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✜rst ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦♥ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥✲
❞❛♠♣❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❙❡❝✳ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱
■ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❡①❡rts ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
✭❙❡❝✳ ✺✳✸✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✉r❡ ❞❡✲
♣❤❛s✐♥❣ ✭❙❡❝✳ ✺✳✹✮✱ ❛♥❞ ■ ❝❧♦s❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✭❙❡❝✳ ✺✳✺✮✳
■ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐♠❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
✭✐✳❡✳✱ N = 2✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ V = 3 ♦r ✺ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭s❡❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ η (2 ps)✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛rr✐✈❡s t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r
✇✐t❤✐♥ 2 ps ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✸✳✶✺✮✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❞❛t❛
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ■ ❡♥❞❡❛✈♦r❡❞ t♦ ✉s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧②
r❡❧❡✈❛♥t r❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♠♣❧❡① s✐♥❝❡ ♠② ❛✐♠ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ r❡✈❡❛❧ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss✳
✺✶
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✺✳✷✳ ❊♥❡r❣② ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ▲✐st ♦❢ ❞✐♠❡r ✭N = 2✮ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ E(i)eg ✿ ❡♥✲
❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡✱
~ωvib✿ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡✮✱ J (12)✿ str❡♥❣t❤
♦❢ ❞✐♣♦❧❡✕❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s✐t❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ S ✿ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r ✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤
s✐t❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✮✱ τvib✿ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡❀
∞ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✮✳ ❆st❡r✐s❦ ✭✯✮ ❛❢t❡r t❤❡ r♦♠❛♥ ♥✉♠❡r❛❧ ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞✖✐❢ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♥♦♥③❡r♦✖✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ✏r❡s♦♥❛♥t✑ ❛♥❞ ✏❞❡t✉♥❡❞✑ ✐♥ t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❬✶❪
❆rr✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
E
(1)
eg E
(2)
eg ~ωvib J
(12) S τvib
(cm−1) (cm−1) (cm−1) (cm−1) (1) (ps)
■ r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r ✶✺✵✵✵ ✶✺✵✵✵ ✸✵✵ ✶✵✵ ✵ ∞
■■ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✶✺✵✵✵ ✶✹✼✵✵ ✸✵✵ ✶✵✵ ✵ ∞
■■■ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✶✺✵✵✵ ✶✹✼✵✵ ✸✵✵ ✶✵✵ ✵✳✺ ∞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
■■■✯ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✶✺✵✵✵ ✶✹✼✵✵ ✸✵✵ ✶✵✵ ✵✳✺ ✵✳✷
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
■♥ ❡❛❝❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ s✐t❡ ✷✳
✺✳✷ ❊♥❡r❣② ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✉♥❞❛♠♣❡❞
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s✐t❡s✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛t ③❡r♦
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ st❛t❡ |Ψ(0)〉 =
∣∣∣ϕ(1)e0 ϕ(2)g0 〉 ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭~ω(1)vib =
~ω
(2)
vib = ~ωvib✮✳ ■♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❝❛s❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞
s✐t❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✭E(1)eg −E(2)eg ❂∆E = 0 cm−1✮ ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■✮✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❛❝❦
❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s✱ ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ✉♥✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t s✐t❡ ✶
❛♥❞ t❤❡♥ ❛t s✐t❡ ✷ ✭s✐♠✳ ★✶✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✭❛✮✮✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞❡t✉♥❡❞
✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■✮✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✏❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ t♦ s✐t❡ ✷ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ✭s✐♠✳ ★✷✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✭❜✮✮✳ ❆s
t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦rs S ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s
〈
χ
(i)
gν′
∣∣∣χ(i)eν〉 ✭i = 1, 2✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ③❡r♦ ❢♦r ν 6= ν ′
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✵ ❛r❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
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✺✳✷✳ ❊♥❡r❣② ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ▲✐st ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐♠❡rs✳ ❆rr✳✿ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s✐t❡ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✱ V ✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
✐♥ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡✮✱ τeg : t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡✮✱ τRC ✿ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ T : t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ✭✐ts r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s
③❡r♦✮✳ ❊❧❧✐♣s✐s ✭. . .✮ ♠❡❛♥s ♣❛r❛♠❡t❡r s✇❡❡♣✱ ✈❛r✳✴✈❛rs✳ ❞❡♥♦t❡s ✈❛r✐❛♥t✭s✮✳ ❬✶❪
❙✐♠✳ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t V τeg (ps) τRC (ps) T (K) ❋✐❣✳
✶ ■ ✸ ✭✶✮➓ ∞ ∞ ✵ ✺✳✶✭❛✮
✷ ■■ ✸ ✭✶✮➓ ∞ ∞ ✵ ✺✳✶✭❜✮
✸ ■■■ ✸ ∞ ∞ ✵ ✺✳✶✭❝✮✱ ✺✳✷✭❛✮
✹❛✮ ■■■✯ ✸ ∞ ∞ ✵ ✺✳✶✭❞✮✱ ✺✳✷✭❜✮
✺❜✮ ■ ✸ ✭✶✮➓ ✶✳✻ ✵✳✽ ✵ ✺✳✶✭❡✮✱ ✺✳✸
✻❜✮ ■■ ✸ ✭✶✮➓ ✶✳✻ ✵✳✽ ✵ ✺✳✶✭❢✮
✼❜✮ ■■■ ✸ ✶✳✻ ✵✳✽ ✵ ✺✳✶✭❣✮✱ ✺✳✷✭❝✮✱ ✺✳✸
✽❛✮✱❜✮ ■■■✯ ✸ ✶✳✻ ✵✳✽ ✵ ✺✳✶✭❤✮✱ ✺✳✷✭❞✮✱ ✺✳✸
✾❛ ■■■ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ 0 . . . 400 ✺✳✺
✾❜ ■■■✯ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ 0 . . . 400 ✺✳✺
✾❝ ■■■ ✈❛r✳❝✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ 0 . . . 400 ✺✳✺
✾❞ ■■■✯ ✈❛r✳❝✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ 0 . . . 400 ✺✳✺
✶✵❛ ■■■✯ ✈❛rs✳❞✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✵ ✺✳✻
✶✵❜ ■■■✯ ✈❛r✳❞✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✸✵✵ ✺✳✻
✶✶❛ ■ ✺ ✵✳✽ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❛✮
✶✶❜ ■■■ ✺ ✵✳✽ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❛✮
✶✶❝ ■■■✯ ✺ ✵✳✽ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❛✮
✶✷❛ ■ ✺ ✶✳✻ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❜✮
✶✷❜ ■■■ ✺ ✶✳✻ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❜✮
✶✷❝ ■■■✯ ✺ ✶✳✻ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❜✮
✶✸❛ ■ ✺ ✷✳✹ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❝✮
✶✸❜ ■■■ ✺ ✷✳✹ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❝✮
✶✸❝ ■■■✯ ✺ ✷✳✹ 0.2 . . . 1.2 ✸✵✵ ✺✳✼✭❝✮
✶✹❛ ■■■ ✈❛rs✳❡✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✸✵✵ ✺✳✽✭❛✮
✶✹❜ ■■■✯ ✈❛rs✳❡✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✸✵✵ ✺✳✽✭❛✮
✶✺❛ ■■■ ✈❛rs✳❢✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✸✵✵ ✺✳✽✭❜✮
✶✺❜ ■■■✯ ✈❛rs✳❢✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✸✵✵ ✺✳✽✭❜✮
✶✻❛ ■■■ ✈❛rs✳❣✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✸✵✵ ✺✳✽✭❝✮
✶✻❜ ■■■✯ ✈❛rs✳❣✮ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✸✵✵ ✺✳✽✭❝✮
✶✼ ■ ✺ ✶✳✻ ✵✳✽ ✸✵✵ ✺✳✽✭❛✮✕✭❝✮
➓✿ ❆t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ ③❡r♦✱ ♦♥❧② t❤❡
❧♦✇❡st ✭ν = 0✮ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦♥❡s ❛r❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ |Ψ(0)〉✳
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✿
❛✮✿ s✐♠s✳ ★✹ ❛♥❞ ★✽ ✇❡r❡ r❡r✉♥ ❛s s✐♠s✳ ★✹Ö ❛♥❞ ★✽Ö✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✭❋✐❣s✳ ✺✳✹✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✮
❜✮✿ s✐♠s✳ ★✺ t♦ ★✽ ✇❡r❡ r❡r✉♥ ❛❢t❡r ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❡✐t❤❡r E(1)eg ❛♥❞ E
(2)
eg ❜② ±5000 cm−1 ♦r
J (12) ❜② ±50 cm−1 ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✺✳✺✳✶❀ ♥♦ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✮
❝✮✿ E(2)eg = 14400 cm−1✱ ~ωvib = ∆E = 600 cm−1
❞✮✿ τ vib = 0.1 . . . 50 ps✱ ∞
❡✮✿ E(2)eg = 14950 . . . 14000 cm−1✱ ~ωvib = ∆E = 50 . . . 1000 cm−1
❢✮✿ ~ωvib = 100 . . . 600 cm−1 ✭∆E = 300 cm−1 ✜①❡❞✮
❣✮✿ S = 0 . . . 1
■♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡✿
✖ ✐❢ T = 0K✿ |Ψ(0)〉 =
∣∣∣ϕ(1)e0 , ϕ(2)g0 ; ϕ(3)g0 〉
✖ ✐❢ T > 0K✿ |ρˆ (0)〉✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
∣∣∣ϕ(1)eν 〉✱ ν = 0, 1, . . . , V − 1✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s
∣∣∣ϕ(2)gµ〉✱ µ = 0, 1, . . . , V − 1✱ ❛r❡ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
❝❡♥t❡r ✐s ✐♥ st❛t❡
∣∣∣ϕ(3)g0 〉✳
✺✸
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❋✐❣✉r❡ ✸✳❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❛t
T = 0K✳ ❨❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ s✐t❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s✐t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐❝❦ r❡❞
❝✉r✈❡✱ r✐s✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②✱ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② η(t)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥
t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✐s η (2 ps)✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t♦♥
❡♥❡r❣② t❤❛t ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❜② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ■
❛♥❞ ■■✱ t❤❡ st❛t❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r ✐s ③❡r♦✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■✮✱ t❤❡
❡①❝✐t♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ s✐t❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞❡t✉♥❡❞ ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■✮✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r
❞❡❝❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡s ❝r❡❛t✐♥❣ r❡s♦♥❛♥t ✈✐❜r♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ❛t t❤❡ t✇♦ s✐t❡s ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✮✳ ■♥ ❆rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ■■■✯✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ tr❛♣s t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❛t s✐t❡ ✷✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
❝❡♥t❡r ❛r❡ ❞✐s❛❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡❞ ✐♥ t❤♦s❡
♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✳ ∆E = E(1)eg −E(2)eg ✿ ❡♥❡r❣② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ s✐t❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ S : ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r✱ τvib✱ τeg✱ ❛♥❞ τRC ✿ t✐♠❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
❝❡♥t❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ~ωvib✿ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❙❡❡
❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❤❡r❡✳ ❬✶❪
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✺✳✷✳ ❊♥❡r❣② ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
✽
τeg =∞✱ τRC =∞ τeg = 1.6 ps✱ τRC = 0.8 ps
❆
rr
❛
♥
❣
❡♠
❡♥
t
■■
■
τ v
ib
=
∞
|ϕ (1)e0
〉|ϕ (1)e1
〉|ϕ (1)e2
〉 site 1
(a)   sim. #3
|ϕ (2)e0
〉|ϕ (2)e1
〉|ϕ (2)e2
〉
site 2
|ϕ (1)g0
〉|ϕ (1)g1
〉|ϕ (1)g2
〉
I I I I I
0 1 2
time [ps]
|ϕ (2)g0
〉|ϕ (2)g1
〉|ϕ (2)g2
〉
I I I I I
0 1 2
time [ps]
|ϕ (1)e0
〉|ϕ (1)e1
〉|ϕ (1)e2
〉 site 1
(c)   sim. #7
|ϕ (2)e0
〉|ϕ (2)e1
〉|ϕ (2)e2
〉
site 2
|ϕ (1)g0
〉|ϕ (1)g1
〉|ϕ (1)g2
〉
I I I I I
0 1 2
time [ps]
|ϕ (2)g0
〉|ϕ (2)g1
〉|ϕ (2)g2
〉
I I I I I
0 1 2
time [ps]
❆
rr
❛
♥
❣
❡♠
❡♥
t
■■
■✯
τ v
ib
=
0
.2
p
s |ϕ (1)e0
〉|ϕ (1)e1
〉|ϕ (1)e2
〉 site 1
(b)   sim. #4
|ϕ (2)e0
〉|ϕ (2)e1
〉|ϕ (2)e2
〉
site 2
|ϕ (1)g0
〉|ϕ (1)g1
〉|ϕ (1)g2
〉
I I I I I
0 1 2
time [ps]
|ϕ (2)g0
〉|ϕ (2)g1
〉|ϕ (2)g2
〉
I I I I I
0 1 2
time [ps]
|ϕ (1)e0
〉|ϕ (1)e1
〉|ϕ (1)e2
〉 site 1
(d)   sim. #8
|ϕ (2)e0
〉|ϕ (2)e1
〉|ϕ (2)e2
〉
site 2
|ϕ (1)g0
〉|ϕ (1)g1
〉|ϕ (1)g2
〉
I I I I I
0 1 2
time [ps]
|ϕ (2)g0
〉|ϕ (2)g1
〉|ϕ (2)g2
〉
I I I I I
0 1 2
time [ps]
❋✐❣✉r❡ ✹✳❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐t❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ❞✐♠❡rs
❛t T = 0K ✐❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✮ ♦r
❞❛♠♣❡❞ ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✯✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛r❡ ❞✐s❛❜❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡❞
✐♥ t❤♦s❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✳ ❉✉r✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❱❘❊❊❊❚✮ ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✯✮✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡∣∣∣ϕ(2)e0 〉 ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❣❡ts st✉❝❦ ❛t s✐t❡ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛ ❧❛r❣❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❙❡❡ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✭❝✮✱ ✭❞✮✱
✭❣✮✱ ✭❤✮ ❢♦r s✐t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❬✶❪
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✺✳✷✳ ❊♥❡r❣② ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s ❝❛♥ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ❬✹✸❪✕❬✺✵❪✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ 0.5 ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✮✱ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛❧♠♦st r❡❛❝❤ ✉♥✐t② ❛❣❛✐♥ ✭s✐♠✳ ★✸✱
❋✐❣✳ ✺✳✶✭❝✮✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s
♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥ ❞✐♣♦❧❡✕❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❜❡t✇❡❡♥
∣∣∣ϕ(1)e0 ϕ(2)g0 〉 ❛♥❞ ∣∣∣ϕ(1)g1 ϕ(2)e0 〉
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥
∣∣∣ϕ(1)e0 ϕ(2)g0 〉 ❛♥❞ ∣∣∣ϕ(1)g0 ϕ(2)e1 〉✳ ❇♦t❤ st❛t❡s ∣∣∣ϕ(1)g1 〉 ❛♥❞ ∣∣∣ϕ(2)e1 〉 ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❜♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
∣∣∣ϕ(1)e0 〉 ↔ ∣∣∣ϕ(1)g1 〉
❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
∣∣∣ϕ(2)g0 〉↔ ∣∣∣ϕ(2)e1 〉 t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❝♦♥♥❡❝t st❛t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛ s✐t❡❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s✐t❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦♥③❡r♦✳ ■❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♠❡t✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ✭◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳
❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s
✭s❡❡ ❊q✳ ✭✸✳✶✵✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥ s✐♠✳ ★✸ t❤❛♥ ✐♥ s✐♠✳ ★✶✳✮
❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ❧❡t ✉s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❜♦t❤ s✐t❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✭❛❝t✐♥❣ ♦♥ s✐t❡ ✷✮✱
t❤❛t ✐s✱ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✏❡♥❡r❣② ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s✑ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✹✺✳✾✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②
❛rr✐✈❡s t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐♥ 2 ps ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s ❛r❡
r❡s♦♥❛♥t ✭s✐♠✳ ★✺✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✭❡✮✮✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦♥❧② ✶✺✳✶✪
✭s✐♠✳ ★✻✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✭❢✮✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡
✭✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s
❢❛❝t♦r✮ r❡st♦r❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦ ✹✼✳✵✪ ✭s✐♠✳ ★✼✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✭❣✮✮✳ ▲♦♦❦✐♥❣
❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✭❝✮✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s❤✐❢t
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✺✳✷✭❛✮✮✳
■ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s✐t❡s ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧s♦ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐❢ ✐t ❝♦♥❞✉❝ts t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ t♦ ❛ s❧♦✇❡r ♦r ❡✈❡♥ ❛ ❜❧✐♥❞ ♣❛t❤✳
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✺✳✸✳ ❊①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
✺✳✸ ❊①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r
♦♥❧② ❛❝r♦ss s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s✐t❡ A✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭✐♥ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡✮ t❤❛t s✐t❡
A ✐s ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r t❤❛t
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛②❡❞ ❛t s✐t❡ A ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ s✐t❡s ✶ ❛♥❞ A ❛r❡ ❡q✉❛❧✮
✇♦✉❧❞ ❜❡
ηopt (t→∞) = γRC
γRC + γeg
. ✭✺✳✶✮
❚♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
s✐t❡ A ❛♥❞ ❦❡♣t t❤❡r❡ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❝❛♥ ✏❛❜s♦r❜✑ ✐ts ❡♥❡r❣②✳
❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s✐t❡s ✐❢ t❤❡ s②st❡♠
❡✈♦❧✈❡s ✉♥✐t❛r✐❧②✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❋✐❣s✳ ✺✳✶✭❛✮✕✭❝✮✮✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜✉t ❞❡❝❛②✐♥❣
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✭❋✐❣s✳ ✺✳✶✭❡✮✕✭❣✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡✲
❝♦♠❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞ ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✯✮✱
s✐♥❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ❛♥❞✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❝❛♥ ❜r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ t♦ ❛
st❛t❡ t❤❛t ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❞❡t✉♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ✭❜❛❝❦✮ tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s st❛t❡ t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡ ✐s ✐♠♣❡❞❡❞✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s tr❛♣♣❡❞ ✐♥ st❛t❡
∣∣∣ϕ(2)e0 〉 ❛t s✐t❡ ✷✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♥♦r s✐♥❦ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
∣∣∣ϕ(2)e0 〉 ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛ ✈❛❧✉❡
❝❧♦s❡ t♦ ✶ ✭s✐♠✳ ★✹✱ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✭❞✮ ❛♥❞ ✺✳✷✭❜✮✮✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✱
❜♦t❤ s✐t❡s ✜♥✐s❤ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡
∣∣∣ϕ(2)e0 〉 ✐s
❛❧❧ ❛❧♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭s✐♠✳ ★✽✱ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✭❤✮ ❛♥❞ ✺✳✷✭❞✮✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ✉♥✲
❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭s✐♠✳ ★✼✱ ❋✐❣s✳ ✺✳✶✭❣✮ ❛♥❞ ✺✳✷✭❝✮✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡✈❛t❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ s✐t❡ ✷✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛ ❧❛r❣❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥
❡♥❡r❣②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❢r♦♠ ✹✼✳✵✪ t♦ ✺✻✳✽✪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ ✷✶✪✖❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥❝❡ t♦✇❛r❞s t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✻✻✳✼✪✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✺✳✶✮ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✭❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s ❡✈❡♥ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡✱
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I III III* gain of III* over III
❋✐❣✉r❡ ✺✳❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r ✭❆rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ■✮✱ t❤❡ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✯✮ ❛t T = 0K✳ ❚❤❡
t❤✐❝❦ r❡❞ ❝✉r✈❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❣❛✐♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛①✐s✮✳
❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❬✶❪
♥❛♠❡❧② ✷✹✪❀ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣♦♦r❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ♦❢ ③❡r♦ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r
✐s s✉r♣❛ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❜② ✷✼✻✪✳✮ ❋r♦♠
♥♦✇ ♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①❝✐t♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✯
❛s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❱❘❊❊❊❚✮✳ ❚♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ✐ts
❞❡❣r❡❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝✉r✈❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts t♦❣❡t❤❡r✳
✺✳✹ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈s✳ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣
❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭♦r ❡①✲
❝✐t❛t✐♦♥✮ |Ψm〉 → |Ψn〉 r❡s✉❧t ❜♦t❤ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ρˆm,m t♦ ρˆn,n ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ρˆi,m ❛♥❞ ρˆm,i✱ i 6= m✱ ✐✳❡✳✱ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳ ❚♦ ✐♥s♣❡❝t
✐♥ ✇❤❛t ❞❡❣r❡❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r✱ ■ r❡♣❡❛t❡❞ s✐♠s✳ ★✹ ❛♥❞ ★✽ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛✲
t♦rs ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♦♥❡ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛t❡s ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❡❝✳ ✸✳✺✳✸✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✹✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣
✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ✹✼✳✵✪ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡
✭❋✐❣✳ ✺✳✶✭❣✮✮ t♦ ✹✾✳✽✪ ✭❋✐❣✳ ✺✳✹✭❜✮✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ♠♦❞❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t
✺✻✳✽✪ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✭❤✮✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r ❝❛s❡s r❡✈❡❛❧s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ❞✉r✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❱❘❊❊❊❚✳
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✺✳✹✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈s✳ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣
τeg =∞✱ τRC =∞ τeg = 1.6 ps✱ τRC = 0.8 ps
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(b) sim. #8× 49.8%
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❡①♣♦s❡❞
t♦ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ❛t T = 0K ✐❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✭❛✮ ❞♦ ♥♦t ♦r ✭❜✮ ❞♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ η ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✐s η (2 ps)✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❜② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ s✐♠s✳ ★✹ ❛♥❞ ★✽✿
t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♥❡✇ ♦♥❡s t❤❛t
❢♦r♠✉❧❛t❡ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❡①♣♦s❡❞
t♦ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✭✹✾✳✽✪✮ ✭❋✐❣✳ ✺✳✹✭❜✮✮ ✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡ ✭✹✼✳✵✪✮ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✭❣✮✮ ❛♥❞ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭✺✻✳✽✪✮ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✭❤✮✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s✉r♣❛ss❡s ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❬✶❪
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✺✳✺✳ ❙❝♦♣❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
✺✳✺ ❙❝♦♣❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞
❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
✺✳✺✳✶ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣✐❣♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣
❚♦ ✐♥s♣❡❝t ❤♦✇ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ E(i)eg ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ J (ij) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r✱ ■ r❡r❛♥ s✐♠s✳ ★✺ t♦ ★✽ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r
♦❢ E(1)eg ❛♥❞ E
(2)
eg ❜② ±5000 cm−1 ♦r ♦❢ J (ij) ❜② ±50 cm−1 ✭♥♦ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✮✳
■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♦♥❧②
❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✭±2% ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✏♦r✐❣✐♥❛❧✑
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ s✐♠s✳ ★✺✱ ★✼✱ ❛♥❞
★✽✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣✐❣♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
✇❛s ❛❧s♦ ❧✐tt❧❡ ✭t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ ±4%✮✳✶ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭s✐♠✳ ★✽ ✈s✳ s✐♠✳ ★✼✮ r❡♠❛✐♥❡❞ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✭❜❡t✇❡❡♥
✶✻✪ ❛♥❞ ✷✷✪✮✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ s✐♠✳ ★✻ r❡✈❡❛❧❡❞ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r✲♣✐❣♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭s❡tt✐♥❣ J (ij) t♦ 50 cm−1, 100 cm−1✱ ❛♥❞ 150 cm−1 ❧❡❛❞❡❞ t♦
η = 5.0%✱ 15.1%✱ ❛♥❞ 23.9%✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦
s✐t❡s ✇❡r❡ ❞❡t✉♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱ ❡✐t❤❡r✱ ❛s t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S ✇❛s ③❡r♦✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛
♣♦♦r ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜②
❛ str♦♥❣❡r ✐♥t❡r✲♣✐❣♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
✺✳✺✳✷ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s s❡t t♦ ③❡r♦✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s ❛ ♣✉r❡ st❛t❡ ✭
∣∣∣ϕ(1)e0 , ϕ(2)g0 〉✮ ❛♥❞ ♦♥❧② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧❡r
tr❛♥s❢❡r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ◆❡①t✱ ■ ✇✐❧❧
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ■ ✇✐❧❧ st✉❞②
t❤❡ s❝♦♣❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❱❘❊❊❊❚ ❜② s✇❡❡♣✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
✶ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s ✈❛r✐❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②
t♦ J(12)✳
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✺✳✺✳ ❙❝♦♣❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
■♥ ♠② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
❞②♥❛♠✐❝s ❛♣♣❡❛rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
❢♦r ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ■ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐t❡✖❜❡✐♥❣ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦r ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡✖❛r❡ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ■ ❛❧s♦
t❛❦❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ■ r❡❝❛❧❧ ❊q✳ ✭✸✳✶✷✮✱ ✇❤✐❝❤
❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ✈✐❡✇✱ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭✐✳❡✳✱ ✇❤♦s❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τvib ✐s ✜♥✐t❡✮ ❛r❡ ❜❡tt❡r t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱
❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ♠♦❞❡s✱ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①✲
❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❜♦t❤ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧✐③✐♥❣ ✭s✐♠✳ ★✾❛✮ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧✐③✐♥❣ ❞✐♠❡rs ✭s✐♠✳ ★✾❜✮✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦✈❡r t❤❡ ❢♦r♠❡r r❡♠❛✐♥s✱ t❤❛t ✐s✱ ❱❘❊❊❊❚
♦❝❝✉rs ❡✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❉♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ~ωvib ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦
s✐t❡s ✭s♦ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ∆E = ~ωvib ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ✈❛❧✐❞✮ ✭s✐♠s✳ ★✾❝ ❛♥❞ ★✾❞✮ ♠♦❞❡r✲
❛t❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ♥♦♥✲t❤❡r♠❛❧✐③✐♥❣ ❞✐♠❡rs✱
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛✛❡❝ts ♦♥❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✿ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐s ✐♥t❡♥s✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐s ❧♦✇❡r ✭♥♦t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧s♦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ t❤❡
r✐s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♣❡❡❞s ✉♣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ s♣❡❡❞s
✉♣ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❤✐❢ts t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✏❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢❡✇❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❧❡✈❡❧s ❤❛r❞❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝✉r✈❡s✳
✺✳✺✳✸ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦♥ t❤❡ t✐♠❡
❝♦♥st❛♥t τvib ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛t 0K ❛♥❞ 300K ✭s✐♠s✳ ★✶✵❛✕❜✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱
❢❛st❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ t❤❡
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐❢ τvib ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s✳
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III III* III variant III* variant
❋✐❣✉r❡ ✶✳❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❞✐♠❡rs ✐❢ ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ❞♦ ♥♦t ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✮ ♦r ❞♦
♦❝❝✉r ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✯✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✏✈❛r✐❛♥ts✑✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉✲
❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐s ❞♦✉❜❧❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s ✭s♦ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ∆E = ~ωvib ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ❢♦r
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❬✶❪
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III* variants, 0 K
III* variants, 300 K
III, 0 K (ref. level)
III, 300 K (ref. level)
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I III III* gain of III* over III
❋✐❣✉r❡ ✷✳❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢ r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts τeg ❛♥❞
τRC ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐♥ ❞✐♠❡rs ❛t
T = 300K✳ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ■✱ ■■■✱ ❛♥❞ ■■■✯ ❛r❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r✱ t❤❡ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤
✉♥❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ r❡❞ ❝✉r✈❡s ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❣❛✐♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭s❝❛❧❡
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛①✐s✮✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❬✶❪
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ τeg ❛♥❞ τRC ❛r❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✿ t❤❡
s❧♦✇❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭s✐♠s✳ ★✶✶❛✕✶✸❝✱ ❋✐❣s✳ ✺✳✼✭❛✮✕✭❝✮✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
❝❡♥t❡r ❛❜s♦r❜s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ q✉✐❝❦❧② ✭τRC ✐s s♠❛❧❧✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■✮✱ t❤❡ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤
✉♥❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✯✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s✐♥❦ ✐s s❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ✐s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡s ♦✈❡r t❤❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡ ❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■ s❡t t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τeg ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣②
❛rr✐✈❡s t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢
t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞❡t✉♥❡❞ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s r✉♥
❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ τRC ❛♥❞ τeg✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ r❡s♦♥❛♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r r❛♥❣❡✳
❋r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❋✐❣s✳ ✺✳✼✭❛✮✕✭❝✮ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r r❡❛❝t✐♦♥
❝❡♥t❡r ✐❢ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳
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III variants III* variants I (ref. level) (sim. #17)
❋✐❣✉r❡ ✾✳❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❞✐♠❡rs ❛t T = 300K ✭❛✮ ♦♥
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡t✉♥✐♥❣ ∆E ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s✐t❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✉♠ ~ωvib ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐s ❦❡♣t ❡q✉❛❧ t♦ ✐t✱ ✭❜✮ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
q✉❛♥t✉♠ ~ωvib ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ∆E ✐s ✜①❡❞ t♦ 300 cm−1✮✱ ❛♥❞
✭❝✮ ♦♥ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S❀ ✐❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡s ❛r❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ✭✈❛r✐❛♥ts ♦❢
❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✮ ♦r ❞❛♠♣❡❞ ✭✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■■■✯✮✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ❞❡♣✐❝t❡❞
❜② ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✱ ✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❞✐♠❡r ✭❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■✮✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶
❛♥❞ ✺✳✷ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❬✶❪
✺✳✺✳✹ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s
▲❡t ✉s ♠♦❞✐❢② ♥♦✇ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ■■■ ❛♥❞ ■■■✯ ❜② s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ st❛t❡s
∣∣∣ϕ(1)e0 〉
❛♥❞
∣∣∣ϕ(2)e1 〉 ✇✐❧❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ∆E = ~ωvib ✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❋♦r
t❤❡ ❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡✱ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ∆E = ~ωvib ≈ 700 cm−1✱ t❤❡♥
✐t ❞❡❝❧✐♥❡s s❧♦✇❧② ✭s✐♠✳ ★✶✹❜✱ ❋✐❣✳ ✺✳✽✭❛✮✮✳ ❚♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝✉r✈❡✱ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ t♦ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s
∣∣∣ϕ(1)e0 〉 ❛♥❞ ∣∣∣ϕ(2)e0 〉 ❤❛s
t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❤✐❜✐t t❤❡ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥
❢r♦♠ s✐t❡ ✷ t♦ s✐t❡ ✶✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❛r❣❡r ~ωvib ♠❡❛♥s ❧❛r❣❡r ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦✇❡r tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡ ✭s✐♠✳ ★✶✹❛✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵✪ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆E = ~ωvib✳
✺✳✺✳✺ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✭❜✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✈❡rs✉s t❤❡ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✉♠
~ωvib ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡t✉♥✐♥❣ ∆E ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st❛t❡s ♦❢ s✐t❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐s ✜①❡❞ t♦ 300 cm−1 ✭s✐♠s✳ ★✶✺❛✕❜✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✐❢ ~ωvib ♦r✖✐♥ t❤❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡✖2~ωvib ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ∆E✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
∣∣∣ϕ(1)e0 〉
❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ♠❛t❝❤❡s
∣∣∣ϕ(2)e1 〉 ♦r ∣∣∣ϕ(2)e2 〉✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ~ωvib ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞❡t✉♥❡❞ ❢r♦♠ ∆E✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
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✺✳✺✳ ❙❝♦♣❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❧❡ss✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜♦♦sts t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ r❛♥❣❡ r♦✉❣❤❧②
❜② ♦♥❡ t❡♥t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②✳
✺✳✺✳✻ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r
■❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S ✐s ③❡r♦✱ t❤❡♥✖❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❡✐❣❡♥st❛t❡s✖tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❞✐✛❡r✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✖t❤❛t
❝❛♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ r❡s♦♥❛♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s✖❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡
❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ♦❢ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
✐❢ S ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ❞✐♠❡rs ✇✐t❤ ❞❡t✉♥❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ❡①❤✐❜✐t ❛ ✈❡r② ♣♦♦r ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✭s✐♠s✳ ★✶✻❛✕❜✱ ❋✐❣✳ ✺✳✽✭❝✮❀ s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✺✳✶✭❢✮✮ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t ✈✐❜r♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s ❛r❡
✈❡r② ✇❡❡❦✳ ❲❤❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ S ❣❡ts ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✵✺✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t st❛t❡s
∣∣∣ϕ(1)eν 〉 ❛♥❞ ∣∣∣ϕ(2)e(ν+1)〉 ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣❡t
t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡❛s✐❧② t♦ s✐t❡ ✷✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ r❡❧❛① t♦ st❛t❡
∣∣∣ϕ(2)e0 〉✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t
❞✐♠❡r✳ ❆❢t❡r ❛ st❡❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ st❛rts t♦ ❞❡❝❧✐♥❡ s❧♦✇❧② ❛r♦✉♥❞ S ≈ 0.4✳ ❆❣❛✐♥✱
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
r❛♥❣❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✻
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❛♥
❋▼❖✲❝♦♠♣❧❡①✲✐♥s♣✐r❡❞ ❍❡♣t❛♠❡r
✻✳✶ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s②st❡♠✱ ■ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❛ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ s✉❧❢✉r ❜❛❝t❡r✐✉♠ ❈❤❧♦r♦❜✐✉♠
t❡♣✐❞✉♠✳ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✹❪ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s E(i)eg
❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✕❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤s J (ij) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✮✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①✿ ♦♥❡ st❛rts ❛t ❇❈❤❧1✱ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛t
❇❈❤❧6❀ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❡♥❞ ❛t ❇❈❤❧3 ❛♥❞ ❇❈❤❧4 ❛s t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ s✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ✭❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❡①tr❛ s✐t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞
✐♥❝♦❤❡r❡♥t❧② t♦ ❜♦t❤ ❇❈❤❧3 ❛♥❞ ❇❈❤❧4 ❜② ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡
❡①tr❛ s✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❇❈❤❧✸✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐♥ ♠②
♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛❜s♦r❜s ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ ❇❈❤❧✹✳✮ ■ s❡t t❤❡ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✉♠
♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ t♦ ~ω = 180 cm−1✭❘❡❢✳ ❬✾✹❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❛r t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
❘❡❢✳ ❬✼✻❪✱ ■ s❡t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t τeg ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦ 250 ps✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡
❝♦♥st❛♥t τRC ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r t♦ 2.5 ps✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
❤❡♣t❛♠❡r✱ ■ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✷✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦ ❤❛♥❞❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ■ ❧✐♠✐t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ❜♦t❤
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s t♦ ❢♦✉r ❛t ❇❈❤❧3 ❛♥❞ t♦ t❤r❡❡ ❛t ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r
s✐t❡s✳
■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✉♥❞❡r✱ ■ ✈❛r✐❡❞ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ✭✐✮ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s
❢❛❝t♦r S ♦❢ t❤❡ s✐t❡s✱ ✭✐✐✮ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τvib ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮
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✻✳✷✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❛s❡s
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ✭N = 7✮ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①✳
❚❤❡ s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s E(i)eg ✭❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✕❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s J (ij) ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐t❡s ✭♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ cm−1 ❜② t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❈❤❧♦r♦❜✐✉♠
t❡♣✐❞✉♠✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✹❪✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❡r♠s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❜♦❧❞✳ V (i)✿ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛t t❤❡ i✲t❤ s✐t❡✱ ~ωvib✿ t❤❡ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✉♠ ♦❢ t❤❡
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡✮✳ ❬✶❪
❇❈❤❧✶ ❇❈❤❧✷ ❇❈❤❧✸ ❇❈❤❧✹ ❇❈❤❧✺ ❇❈❤❧✻ ❇❈❤❧✼
❇❈❤❧✶ ✶✷✹✶✵ ✲✽✼✳✼ ✺✳✺ ✲✺✳✾ ✻✳✼ ✲✶✸✳✼ ✲✾✳✾
❇❈❤❧✷ ✲✽✼✳✼ ✶✷✺✸✵ ✸✵✳✽ ✽✳✷ ✵✳✼ ✶✶✳✽ ✹✳✸
❇❈❤❧✸ ✺✳✺ ✸✵✳✽ ✶✷✷✶✵ ✲✺✸✳✺ ✲✷✳✷ ✲✾✳✻ ✻✳✵
❇❈❤❧✹ ✲✺✳✾ ✽✳✷ ✲✺✸✳✺ ✶✷✸✷✵ ✲✼✵✳✼ ✲✶✼✳✵ ✲✻✸✳✸
❇❈❤❧✺ ✻✳✼ ✵✳✼ ✲✷✳✷ ✲✼✵✳✼ ✶✷✹✽✵ ✽✶✳✶ ✲✶✳✸
❇❈❤❧✻ ✲✶✸✳✼ ✶✶✳✽ ✲✾✳✻ ✲✶✼✳✵ ✽✶✳✶ ✶✷✻✸✵ ✸✾✳✼
❇❈❤❧✼ ✲✾✳✾ ✹✳✸ ✻✳✵ ✲✻✸✳✸ ✲✶✳✸ ✸✾✳✼ ✶✷✹✹✵
V (3) = 4 ❀ V (i) = 3 ❢♦r i = 1, 2, 4, 5, 6, 7❛✮
~ωvib = 180 cm
−1 ✭❘❡❢✳ ❬✾✹❪✮
❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ s✐t❡s ✸ ❛♥❞ ✹❀ ✐ts ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢
s✐t❡ ✸✳
❛✮✿ ■❢ ❜♦t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ③❡r♦✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡st
✭ν = 0✮ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
♦♥❡s ❛r❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ |Ψ(0)〉✳
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ■ r❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r 10 ps✱ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳
✻✳✷ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❛s❡s
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✻✳ ■❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r ✐s s❡t t♦
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✷✷ ❬✾✹❪✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱
t♦ ✶✳✺ ♣s ✭✈❛❧✉❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❣❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✺❪✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❋▼❖ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts
❛ q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s✐♠✳ ★✶✾✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✭❜✮✮✱ ❛♥❞ ✐t st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠s
✇❡❧❧ ❛t 300K ✭s✐♠✳ ★✷✷✱ ❋✐❣✳ ✻✳✶✭❡✮✮✳ ❆t ❜♦t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s
❢❛❝t♦r t♦ ③❡r♦ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ❞r❛st✐❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❡❛s❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛s✐✲r❡s♦♥❛♥t ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s ✭s✐♠s✳ ★✶✽ ❛♥❞ ★✷✶✱
❋✐❣s✳ ✻✳✶✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮✳ ✏❚✉r♥✐♥❣ ♦✛✑ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s✐♠s✳ ★✷✵ ❛♥❞ ★✷✸✱ ❋✐❣s✳ ✻✳✶✭❝✮ ❛♥❞ ✭❢✮✮✱
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✻✳✷✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❛s❡s
❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ▲✐st ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋▼❖ ♠♦❞❡❧✳ S✿ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r
✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡✮✱ τvib✿ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡✮✱
T ✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ τeg✿ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐t❡✮✱ τRC ✿
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ■♥✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ✭✐ts r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ③❡r♦✮✳ ❬✶❪
❙✐♠✳❛✮ S ✭✶✮ τvib (ps) T (K) ❋✐❣✳❡✮
✶✽ ✴ ✶✽✬ ✵ ✶✳✺❞✮ ✵ ✻✳✶✭❛✮ ✴ ❆✳✶✭❛✮
✶✾❜✮✴ ✶✾✬ ✵✳✷✷❝✮ ✶✳✺❞✮ ✵ ✻✳✶✭❜✮ ✴ ❆✳✶✭❜✮
✷✵ ✴ ✷✵✬ ✵✳✷✷❝✮ ∞ ✵ ✻✳✶✭❝✮ ✴ ❆✳✶✭❝✮
✷✶ ✴ ✷✶✬ ✵ ✶✳✺❞✮ ✸✵✵ ✻✳✶✭❞✮ ✴ ❆✳✶✭❞✮
✷✷❜✮✴ ✷✷✬ ✵✳✷✷❝✮ ✶✳✺❞✮ ✸✵✵ ✻✳✶✭❡✮ ✴ ❆✳✶✭❡✮
✷✸ ✴ ✷✸✬ ✵✳✷✷❝✮ ∞ ✸✵✵ ✻✳✶✭❢✮ ✴ ❆✳✶✭❢✮
✷✹❜✮✴ ✷✹✬ ✵✳✷✷❝✮ 0.1 . . . 500✱ ∞ ✸✵✵ ✻✳✹✭❛✮
✷✺ ✴ ✷✺✬ 0 . . . 1.5 ✶✳✺❞✮ ✸✵✵ ✻✳✹✭❜✮
✷✻ ✴ ✷✻✬ ✵✳✷✷❝✮ ✶✳✺❞✮ 0 . . . 320 ✻✳✹✭❝✮
■♥ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡✿
✖ τeg = 250 ps✱ τRC = 2.5 ps ✭❘❡❢✳ ❬✼✻❪✮✱
✖ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭✐❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✻✮✿❢✮
✕ ✐❢ T = 0K✿ |Ψ(0)〉 =
∣∣∣ϕ(1)g0 , . . . , ϕ(5)g0 , ϕ(6)e0 , ϕ(7)g0 ; ϕ(8)g0 〉❀
✕ ✐❢ T > 0K✿ |ρˆ (0)〉✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
∣∣∣ϕ(6)eν 〉 , ν = 0, 1, 2✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s
∣∣∣ϕ(i)gµ〉✱ i = 1, 2 . . . , 5, 7✱ µ = 0, 1, . . . , V (i) − 1 ✱ ❛r❡ ✐♥ t❤❡r♠❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐s ✐♥ st❛t❡
∣∣∣ϕ(8)g0 〉✳
❛✮✿ P❧❛✐♥ ♥✉♠❜❡rs ✴ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♦str♦♣❤❡ ❞❡♥♦t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✻ ✴ s✐t❡ ✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❜✮✿ ❙✐♠s✳ ★✶✾✱ ★✷✷✱ ❛♥❞ ★✷✹ ✇❡r❡ r❡r✉♥ ❛s s✐♠s✳ ★✶✾Ö✱ ★✷✷Ö✱ ❛♥❞ ★✷✹Ö✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ❛❢t❡r s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✭❋✐❣s✳ ✻✳✷✭❛✮✱ ✻✳✷✭❜✮✱ ❛♥❞ ✻✳✸✮✳
❝✮✿ ❘❡❢✳ ❬✾✹❪✳
❞✮✿ ❱❛❧✉❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❣❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✾✺❪✳
❡✮✿ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
❢✮✿ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛rts
❢r♦♠ s✐t❡ ✶✳
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✻✳✷✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❛s❡s
✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss✿ ❛t 300K✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ✽✽✪✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r ✐s ③❡r♦✱ t❤❡♥ ❛t 0K
♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✭ν = 0✮ ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳✮
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡tt✐♥❣s✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛rt ❢r♦♠ s✐t❡ ✶ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐t❡ ✻✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
❆❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡✇
♦♥❡s t❤❛t ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❜✉t ✇✐t❤♦✉t
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r✱ ■ r❡♣❡❛t❡❞ s✐♠s✳ ★✶✽ ❛♥❞ ★✷✶✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣s✳ ✻✳✷✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❡s✱ ■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t
❛t 0K ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦ ✼✵✳✸✪ ✭❋✐❣✳ ✻✳✷✭❛✮✮
❢r♦♠ ✼✵✳✶✪ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✭❝✮✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✽✽✳✷✪ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✭❜✮✮✳ ❆t 300K✱ ■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✺✵✳✵✪✱ ✸✻✳✾✪✱
❛♥❞ ✻✾✳✹✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣s✳ ✻✳✷✭❜✮✱ ✻✳✶✭❢✮✱ ❛♥❞ ✻✳✶✭❡✮✮✳ ❈♦♥✜r♠✐♥❣ ♠② ✜♥❞✐♥❣s
♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡①❝✐t♦♥
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦ ❛ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r ❡①t❡♥t t❤❛♥ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✴
❞❡♣❤❛s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
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(b) sim. #19 88.2%
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✐❢ t❤❡
❡①❝✐t♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✻✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② r✐s✐♥❣ t❤✐❝❦ r❡❞ ❝✉r✈❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② η(t)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✐s η (10 ps)✱
t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❜②
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② r✐s❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭s❡❝♦♥❞ ✈s✳ ✜rst r♦✇✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τvib ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡✮ ✭s❡❝♦♥❞ ✈s✳ t❤✐r❞
r♦✇✮✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r
✐s ③❡r♦ ✭✜rst r♦✇✮✱ ❜✉t ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❤❡♥ S = 0.22 ✭s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇s✮✳
❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✷ ❢♦r ❢✉rt❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♠♣❛r❡ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✇✐t❤
❋✐❣✳ ❆✳✶ ♦❢ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛rts ❢r♦♠ s✐t❡ ✶✳ ❬✶❪
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(b) sim. #22× 50.0%
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡ ❋▼❖✲❝♦♠♣❧❡①✲✐♥s♣✐r❡❞ ❤❡♣✲
t❛♠❡r ❡①♣♦s❡❞ t♦ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ❛t s✐t❡ ✻✳ η ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✐s η (10 ps)✱
t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❜②
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢
s✐♠s✳ ★✶✾ ❛♥❞ ★✷✷✿ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ♥❡✇ ♦♥❡s t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳ ❆t 0K✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❡①♣♦s❡❞ t♦ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✭✼✵✳✸✪✮ ✭❋✐❣✳ ✻✳✷✭❛✮✮ ✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡ ✭✼✵✳✶✪✮ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✭❝✮✮ ❛♥❞ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❛♠♣❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭✽✽✳✷✪✮ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶✭❜✮✮✳ ❆t
300K✱ ■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✺✵✳✵✪✱ ✸✻✳✾✪✱ ❛♥❞ ✻✾✳✹✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❋✐❣s✳ ✻✳✷✭❜✮✱ ✻✳✶✭❢✮✱ ❛♥❞ ✻✳✶✭❡✮✮✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s✉r♣❛ss❡s ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❬✶❪
✻✳✸ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✭❛✮ ✭s✐♠s✳ ★✷✹ ❛♥❞ ★✷✹✬✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❝❛s❡
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r
❡①❤✐❜✐ts ❛ ✻✷✪ ♦r ✾✻✪ ❤✐❣❤❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡s ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✭τvib ✐s ❛❜♦✉t 1 ps ✐❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛rts ❢r♦♠ s✐t❡ ✶✱ ❛♥❞ 0.5 ps ✐❢ ✐t
✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✻✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛❧s♦ ♦✉tstr✐♣♣✐♥❣ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✻✳✸✮✱ ❱❘❊❊❊❚
♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
r❛♥❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❢❛st✱ t❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❝❝✉rs
♣r❡s✉♠❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡♥s❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♠♣❡❞❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✳
✼✶
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✻✳✸✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡
r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
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sims. 24 & 24×
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✐❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τvib ♦r t♦ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ♦❢
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τpd✳ ✭❚❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛rts ❢r♦♠ s✐t❡ ✻❀ T = 300K✳✮ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✷
❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✭❜✮ ✭s✐♠s✳ ★✷✺ ❛♥❞ ★✷✺✬✮ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♥♦♥③❡r♦ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r✮ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ❡✐t❤❡r ✐❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛rts
❢r♦♠ s✐t❡ ✶ ♦r s✐t❡ ✻✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦♥✲
▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇❧♦❝❤✕❘❡❞✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✼✹❪ ❛♥❞ ❜② t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭❍❊❖▼✮ ❬✼✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r ♦❢ ♠② ♠♦❞❡❧✳ ❆r♦✉♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✢❛t❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❱❘❊❊❊❚
✐s r♦❜✉st r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ r❛✐s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ❛♥❞ s❤✐❢ts t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠❡❛♥ ❛ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s s✐t❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r s✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡❝❧✐♥❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✻✱ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✇❛② s❧♦♣❡s
❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t♦ s✐t❡ ✸ ❛♥❞ ✹✱ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ ✭s✐♠✳ ★✷✻✱ ❋✐❣✳ ✻✳✹✭❝✮✮✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢♦r♠❡r r❡s✉❧ts ❛s ✇❡❧❧ ❬✼✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛t❤✇❛②✱ st❛rt✐♥❣
❛t s✐t❡ ✶✱ s✐t❡ ✷ ❢♦r♠s ❛ ❤✐❧❧✱ t❤❡ ❛s❝❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✐st❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✉s✱
♦♥❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t s♦♠❡ ♥♦♥③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝ts✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✳
❬✼✹❪✱ ❬✼✻❪ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠② ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❛❧s♦ ❢♦r t❤✐s
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭s✐♠✳ ★✷✻✬✱ ❋✐❣✳ ✻✳✹✭❝✮✮✳
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✻✳✸✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡
r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✷
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(a) sims. 24 & 24'
0 100 200
λ [cm−1 ]
0.4
0.5
0.6
0.7
η(
1
0
 p
s)
(b) sims. 25 & 25'
0 100 200 300
T [K]
0.7
0.8
0.9
η(
1
0
 p
s)
(c) sims. 26 & 26'
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2
0
2
4
6
8
10
initial site: 1 initial site: 1 (ref. level) initial site: 6 initial site: 6 (ref. level)
❋✐❣✉r❡ ✶✳❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢ r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✭❛✮ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τvib ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭T = 300K✮✱
✭❜✮ ♦♥ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② λ = ~ωvibS ✭T = 300K✱ ~ωvib ✐s ✜①❡❞ t♦ 180cm−1✮✱ ❛♥❞
✭❝✮ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✷ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❬✶❪
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❈❤❛♣t❡r ✼
❉✐s❝✉ss✐♦♥
✼✳✶ ❘✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐t❛r②
❛♥❞ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r② ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ❘✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✷✳✹ ●❍③ ❞✉❛❧✲❝♦r❡ ❧❛♣t♦♣
✭✹ ●❇ ❘❆▼✱ ❲✐♥❞♦✇s ✼ ✮✱ ■ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞s
✭❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✱ D = 54✮ ❛♥❞ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ❛♥ ❤♦✉r ✭❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖
❝♦♠♣❧❡①✱ D = 309✮✳ ✭■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r s✇❡❡♣✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞✳✮
✼✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❢♦r♠❡r r❡s✉❧ts
■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ✭❡✳❣✳✱ s♣❡❝✐❡s✱ ❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✾✻❪✱ r❡❞♦① ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✾✼❪✮✳ ❆s ❣r❡❡♥ s✉❧❢✉r
❜❛❝t❡r✐❛ ❧✐✈❡ ✉♥❞❡r ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ❬✷✼❪✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥✲
t❤❡t✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ✈✐t❛❧ ❢♦r t❤❡♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ t❤❡s❡ ♦r❣❛♥✐s♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦♠♣❧❡① t♦ t❤❡
❜❛s❡♣❧❛t❡✖✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✖❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✶✵✵✪ ❬✾✼❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡♣❧❛t❡✱
t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ tr❛♥s❢❡rs t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ t♦
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r st❡♣ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✼✻✪✖❛t
❧❡❛st ❢♦r t❤♦s❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❬✾✽❪✳ ✭■♥ t❤❡
❝✐t❡❞ st✉❞②✱ t✇♦✲t❤✐r❞s ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳✮ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss✱ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡
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✼✳✸✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✸✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛t ■ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r ✐♥ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts t♦ t❤♦s❡
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✼✹❪ ❛♥❞ ❬✼✻❪✱ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳
✼✳✸ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥✲
❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
■♥ r❡❛❧✐t②✱ ❛ ♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✳
■♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ r❡st ❛s t❤❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❜❛t❤ ♠❛② s❡❡♠ ❛r❜✐tr❛r②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② str♦♥❣❧② ❧✐♠✐ts
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❖❝❝❛♠✬s r❛③♦r s✉❣❣❡sts
t❤❛t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ■ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ ♠② ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❛ ✏s✐♥❣❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✑ ❬✾✹❪ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❋▼❖
❝♦♠♣❧❡①✳
■t ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r q✉❡st✐♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✲❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❝❝✉rs ❛❧s♦ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❧❡♥t② ♦❢ t❤❡♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇✱ ■ ❝❛♥♥♦t ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡r✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐❢ ❢✉rt❤❡r ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡② ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❞✐❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t
✐s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r
♣❛t❤✇❛②s✱ ✇❤♦s❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t ♦r ♥♦t✳ ■♥
❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❝❛♥ st✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s t❤❛t ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡✇
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡ ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳✶ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡✇❧② ❛❞❞❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❛t ❧❡❛st ♥♦t ❤✐♥❞❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s
❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦♣❡♥s ✉♣ ❛ ♣❛t❤✇❛② t❤❛t t❛❦❡s
t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② tr❛♣ t❤❛t ✐s ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✉s✉❛❧❧②
s❧♦♣❡ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❬✷✼❪✱ ❬✸✻❪✱ ❬✹✺❪✱ ❬✼✺❪✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ s✉s♣❡❝t t❤❛t t❤❡
✶ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ♠✐❣❤t ♥♦t ❤♦❧❞ tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❢t❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ✐s
❞❡♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡s✳
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✼✳✸✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛❧s♦ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✳
✼✻
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❈❤❛♣t❡r ✽
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
✽✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♥❡✇ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧ts
❚❤❡s✐s ✶❛✿ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s
♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t❛❦✐♥❣ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s②st❡♠ ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢N ♣✐❣♠❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭s✐t❡s✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② tr❡❛t❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛t ❡❛❝❤ s✐t❡✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①tr❛ s✐t❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❚❤❡
t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ▲✐♥❞❜❧❛❞✲t②♣❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧②
t❤r♦✉❣❤ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳
❚❤❡s✐s ✶❜✿ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ ■ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s✐♠✉❧❛t♦r
♣r♦❣r❛♠✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r ♣r♦❣r❛♠ ❝♦♥str✉❝ts
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ❚♦♦❧❜♦① ✐♥ P②t❤♦♥ ✭◗✉❚✐P✮ ❬✾✶❪✱ ❬✾✸❪✳
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✽✳✶✳ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♥❡✇ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧ts
❚❤❡s✐s ✷✿ ■ ❤❛✈❡ s✉r✈❡②❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ st✉❞② ❤♦✇ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❛♥❞
❞❛♠♣❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✈❛r✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦s✳
■♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❞✐♠❡r✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s✱ ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ✉♥✐t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t s✐t❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡♥
❛t s✐t❡ ✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✏❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥✳ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❬✹✸❪✕
❬✺✷❪ t❤❛t ❝r❡❛t❡ r❡s♦♥❛♥t ❡♥❡r❣② st❛t❡s ❛t t❤❡ t✇♦ s✐t❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s
❢❛❝t♦rs ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❢✉rt❤❡r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❘❡❢s✳ ❬✹✺❪✱ ❬✹✼❪✱ ❬✺✹❪✱ ❜✉t ✐t ❝♦♥tr❛❞✐❝ts
t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ❘❡❢s✳ ❬✺✵❪✱ ❬✺✷❪✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥
t❛❦❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ t♦ ❛ st❛t❡ t❤❛t ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❞❡t✉♥❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐t❡
❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❛rr✐✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❡❞❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s✐t❡ ✭❋✐❣✳ ✽✳✶✮✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s ✉♥✐❞✐r❡❝t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞✱
♠♦r❡♦✈❡r✱ tr❛♣ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❛t s✐t❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss ❛s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞
❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❱❘❊❊❊❚ ✮✳
❚❤❡s✐s ✷❛✿ ■ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳
❇② ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✮✱
■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✭❛s ✐t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❢♦r♠❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❘❡❢s✳ ❬✼✵❪✱
❬✾✾❪✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ✐s ♥♦t❛❜❧② s✉r♣❛ss❡❞ ❜② t❤❡
♦♥❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧ ❛t 0K ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ❛t 0K ❛♥❞ ❛t 300K✮✳
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✽✳✶✳ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♥❡✇ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s✉❧ts
site 2E RCsite 1
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❚❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✲r❡❧❛①❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
✭❱❘❊❊❊❚✮ ❢r♦♠ s✐t❡ ✶ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✭❘❈✮ ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡ ✐s
❞✐♣♦❧❡✕❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② r❡s♦♥❛♥t st❛t❡s
∣∣∣ϕ(1)e0 〉 ❛♥❞ ∣∣∣ϕ(2)e1 〉❀ t❤✉s✱
t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❝❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❱✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❣❡ts s✐t❡ ✷ ❢r♦♠∣∣∣ϕ(2)e1 〉 t♦ ∣∣∣ϕ(2)e0 〉 ✭t❤❡ ❧❛tt❡r st❛t❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✮✱ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❜❛❝❦ t♦ s✐t❡ ✶ ✭❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐♥ ❞♦✉❜❧❡ ❛rr♦✇✮ ✐s ✐♠♣❡❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ♠✐s♠❛t❝❤✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ✐s tr❛♣♣❡❞ ❛t s✐t❡ ✷ ✐♥ st❛t❡
∣∣∣ϕ(2)e0 〉✱ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❛❜s♦r❜s ✐ts ❡♥❡r❣②✳ ❬✶❪
❚❤❡s✐s ✷❜✿ ■ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②
❛♥❞ r♦❜✉st❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■ ❤❛✈❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❱❘❊❊❊❚ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❘✉♥♥✐♥❣
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❛t 300K✱ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❱❘❊❊❊❚ ✐s r♦❜✉st ❜♦t❤
❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❧t❡r✲
❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣✐❣♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❢❛st❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❧❛r❣❡r ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ s❧♦✇❡r
t❤❡ s✐♥❦ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■ ❤❛✈❡ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ❱❘❊❊❊❚ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡✣❝✐❡♥❝② ✐❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡t✉♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s ✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✱
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐s q✉❛s✐✲r❡s♦♥❛♥t ✇✐t❤ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❞❡t✉♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s
❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ■ ❢♦✉♥❞
t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡❝❧✐♥❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛s
✇❡❧❧✳ ■ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ✭t♦✲
❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s✐t❡s s♦ t❤❛t t❤❡② r❡♠❛✐♥
r❡s♦♥❛♥t✮ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ s✐♥❝❡ ✐t ❧♦✇❡rs t❤❡ ♦❝❝✉✲
♣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤❡r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳
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✽✳✷✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❚❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ❛t 300K
s❤♦✇ tr❡♥❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐♠❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❛t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧✱ ❡✈❡♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛❧s♦ ✐❢ t❤❡ ✈✐❜r♦♥✐❝ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t str✐❝t❧②
r❡s♦♥❛♥t✳ ❚❤✐s ❝♦rr♦❜♦r❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✷✼❪✱ ❬✸✻❪✱ ❬✹✺❪✱ ❬✼✺❪✳ ■ ❣♦t ✈❛❧✉❡s ✉♣ t♦ ✾✻✪ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ ❝❛✉s❡❞ ❜②
✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❋✐①✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞
s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r✱ ■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❋▼❖
❝♦♠♣❧❡① ❛t 300K ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
❛t s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ tr❡♥❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❬✼✹❪✱ ❬✼✻❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡❝❧✐♥❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦t❤
❡♥❡r❣② ♣❛t❤✇❛②s ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞❛t❛ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦♥
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣❛t❤✇❛② st❛rt✐♥❣ ❛t s✐t❡ ✻ ❬✼✹❪✱ ❜✉t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❢♦r♠❡r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♣❛t❤✇❛② st❛rt✐♥❣ ❛t s✐t❡ ✶ ❬✼✹❪✱ ❬✼✻❪✳
❱❘❊❊❊❚ ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡✱
✏❝♦♥str❛✐♥❡❞✑ ❞✐♠❡r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✏❞✐s♦r❞❡r❡❞✑ ❤❡♣t❛♠❡r
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①✳✳ ❚❤✐s✖♣r❡s✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧s♦ ✇♦r❦s
✐♥ r❡❛❧ s②st❡♠s✱ ❜✉✐❧t ✉♣ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r♦✉s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✖s✉❣❣❡sts t❤❛t
❱❘❊❊❊❚ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦
t❤❡ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡ ♦❢
♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✳
✽✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ ♥❡✇❧② ❡♠❡r❣✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❤❛s ✐ts r♦♦t ♣r✐♠❛r✐❧②
✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s st❛t❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❢
❦❡② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs r❡q✉✐r❡s ❧♦♥❣✲❧❛st✐♥❣ q✉❛♥t✉♠
❝♦❤❡r❡♥❝❡❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s t♦ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r
❝❛s❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✱ ❛♥❞ ♥❛t✉r❡ s❡❡♠s t♦ ❡①♣❧♦✐t ✐t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s✳
❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✖❛♠♦♥❣ t❤❡♠ t❤♦s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✖♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❧✐❣❤t✲❤❛r✈❡st✐♥❣ s②st❡♠s ❬✶✵✵❪ ❛♥❞ ✐♥ s❡♥s♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣
s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✉♠ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
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❆♣♣❡♥❞✐①
❆✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❬✶❪
◆♦t❛t✐♦♥ ▼❡❛♥✐♥❣∣∣∣φ(i)ε 〉 ❣r♦✉♥❞ ✭ε = g✮ ♦r ❡①❝✐t❡❞ ✭ε = e✮ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜❛s✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤
s✐t❡∣∣∣χ(i)εν〉 ν✲t❤ ✭ν = 0, 1, . . . , V − 1✮ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡✱
❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✭ε = g✮ ♦r ❡①❝✐t❡❞ ✭ε = e✮ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡∣∣∣ϕ(i)εν〉 =
=
∣∣∣φ(i)ε 〉 ∣∣∣χ(i)εν〉
✈✐❜r♦♥✐❝ ❜❛s✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡✱ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ε
❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ν∣∣ϕ(i)〉 ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐✲t❤ s✐t❡
|Ψm〉 ♠✲t❤ ❜❛s✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
|Ψ〉 ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❆✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♦♣❡r❛t♦r Aˆnm = |Ψn〉 〈Ψm|✱ m 6= n✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐①
✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧ ③❡r♦✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ♥✲t❤ r♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✶✳
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t γnm✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛s Cˆnm =
√
γnmAˆnm✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ✭✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✮ ❜② t❤❡ t❡r♠
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❆✳✷✳ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①
γnm
(
Aˆnmρˆ(t)Aˆ
†
nm −
1
2
Aˆ†nmAˆnmρˆ(t)−
1
2
ρˆ(t)Aˆ†nmAˆnm
)
= Cˆnmρˆ(t)Cˆ
†
nm −
1
2
Cˆ†nmCˆnmρˆ(t)−
1
2
ρˆ(t)Cˆ†nmCˆnm =
= γnm


0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆ1,m
2
0 . . . 0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆn−1,m
2
0 . . . 0
0 . . . 0 ρˆm,m 0 . . . 0 −
ρˆn,m
2
0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆn+1,m
2
0 . . . 0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆm−1,m
2
0 . . . 0
−
ρˆm,1
2
. . . −
ρˆm,n−1
2
−
ρˆm,n
2
−
ρˆm,n+1
2
. . . −
ρˆm,m−1
2
−ρˆm,m −
ρˆm,m+1
2
. . . −
ρˆm,D
2
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆm+1,m
2
0 . . . 0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆD,m
2
0 . . . 0


,
✭❆✳✶✮
✇❤❡r❡ D ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✱
Cˆnm ❡①♣r❡ss❡s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τnm = γ−1nm ❢r♦♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ρˆm,m
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜❛s✐s st❛t❡ |Ψm〉✮ t♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ρˆn,n ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜❛s✐s st❛t❡|Ψn〉)✱
♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞❀ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡s✮ ✐♥ t❤❡
m✲t❤ r♦✇ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ m✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t (γnm/2)
−1 =
2τnm✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♦♣❡r❛t♦r Aˆmm = |Ψm〉 〈Ψm| ❛♥❞ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t
γnm✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r CˆÖnm =
√
γnmAˆmm =
√
γnm |Ψm〉 〈Ψm| = Cˆmm✱
✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡r♠
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γnm
(
Aˆmmρˆ(t)Aˆ
†
mm −
1
2
Aˆ†mmAˆmmρˆ(t)−
1
2
ρˆ(t)Aˆ†mmAˆmm
)
= CˆÖnmρˆ(t)Cˆ
Ö†
nm −
1
2
CˆÖ†nmCˆ
Ö
nmρˆ(t)−
1
2
ρˆ(t)CˆÖ†nmCˆ
Ö
nm =
= γnm


0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆ1,m
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✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆn−1,m
2
0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆn,m
2
0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆn+1,m
2
0 . . . 0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
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✳✳✳
✳ ✳ ✳
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✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆm−1,m
2
0 . . . 0
−
ρˆm,1
2
. . . −
ρˆm,n−1
2
−
ρˆm,n
2
−
ρˆm,n+1
2
. . . −
ρˆm,m−1
2
0 −
ρˆm,m+1
2
. . . −
ρˆm,D
2
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆm+1,m
2
0 . . . 0
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 . . . 0 0 0 . . . 0 −
ρˆD,m
2
0 . . . 0


.
✭❆✳✷✮
❚❤✉s✱ CˆÖnm ❞❡s❝r✐❜❡s ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣✳ ■t ❞❛♠♣s t❤❡ s❛♠❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❛s ❞♦❡s Cˆnm✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r✳ ■ r❡t❛✐♥❡❞ n ✐♥
t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ♦❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ CˆÖnm t♦ ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r Cˆ
Ö
nm
t♦ ❡❛❝❤ ✏♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rr✐♥❣✑ ♦♣❡r❛t♦r Cˆnm ✭m 6= n✮✳
❆✳✸ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❍✉❛♥❣✕
❘❤②s ❢❛❝t♦r
❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧s
〈
χ
(i)
gν′
∣∣∣χ(i)eν〉 ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦✇❡st ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
st❛t❡s ν ❛♥❞ ν ′ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S✳ ❬✶❪
ν = 0 ν = 1 ν = 2
ν ′ = 0 exp (−S/2) −√S exp (−S/2) S√
2
exp (−S/2)
ν ′ = 1
√
S exp (−S/2) − (S − 1 ) exp (−S/2) (S − 2)
√
S
2 exp (−S/2)
ν ′ = 2 S√
2
exp (−S/2) − (S − 2)
√
S
2 exp (−S/2) S
2−4S+2
2 exp (−S/2)
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❤❡♣t❛♠❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡① ✐❢ t❤❡
❡①❝✐t♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t s✐t❡ ✶✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② r✐s✐♥❣ t❤✐❝❦ r❡❞ ❝✉r✈❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② η(t)✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✐s η (10 ps)✱
t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ❜②
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❡✣❝✐❡♥❝② r✐s❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r S ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭s❡❝♦♥❞ ✈s✳ ✜rst r♦✇✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τvib ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐t❡✮ ✭s❡❝♦♥❞ ✈s✳ t❤✐r❞
r♦✇✮✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐❢ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r
✐s ③❡r♦ ✭✜rst r♦✇✮✱ ❜✉t ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❤❡♥ S = 0.22 ✭s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞
r♦✇s✮✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✻✳✶ ❛♥❞ ✻✳✷ ❢♦r ❢✉rt❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♠♣❛r❡ t❤✐s ✜❣✉r❡
✇✐t❤ ❋✐❣✳ ✻✳✶ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ st❛rts ❢r♦♠ s✐t❡ ✻✳
❬✶❪
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❡①❝✐t♦♥
❆ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠
❆ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠
❆ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
♣✉r❡ st❛t❡
❆ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
♠✐①❡❞ st❛t❡
❆ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥
❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠✳
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮
❆ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✳
▲✐♦✉✈✐❧❧❡✕✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❆ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s
✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ s②st❡♠s ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡✳
▲✐♥❞❜❧❛❞ ❡q✉❛t✐♦♥
❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥
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q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✳ ■ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❇♦r♥✱ ▼❛r❦♦✈✱ ❛♥❞ r♦t❛t✐♥❣ ✇❛✈❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ t❤❛t ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
s②st❡♠ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❝❛♥ ❜❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢
t❤❡ ❜❛t❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳
▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ t❤❛t ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ s②st❡♠ ❞❡❝❛② ❢❛st ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣❛st ♦❢ s②st❡♠✱ ❜✉t s♦❧❡❧② ♦♥ ✐ts ♣r❡s❡♥t st❛t❡✳
s❡❝✉❧❛r ♦r r♦t❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
■t ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ♦✛✲r❡s♦♥❛♥t✱ ❢❛st ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
q✉❛♥t✉♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❆ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t✱ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❜❛s✐s
st❛t❡s✳ ✭❆s ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ❜❛s❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳✮ ❙✉❝❤ ❛ s✉✲
♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
❜❛s✐s st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❧❡❛❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡
❚❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t st❛t❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
r❡❧❛①❛t✐♦♥
❆❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s T1 ♦r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s②st❡♠ ❣❡ts t♦
❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② st❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
♣✉r❡ ❞❡♣❤❛s✐♥❣
❆❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s T2 ♦r tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❛♠♣✐♥❣✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥❞
❡♥❡r❣②✲❝♦♥s❡r✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❞❡❝❛②s ✇✐t❤♦✉t ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r✳
❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♣❡r❛t♦r
❆♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s②st❡♠✕❜❛t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐t❛r②
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ r❛t❡
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ♦♣❡r❛t♦r✳
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❋▼❖ ❝♦♠♣❧❡①
❋❡♥♥❛✕▼❛tt❤❡✇s✕❖❧s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❋▼❖ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❇❈❤❧ ❛✲♣r♦t❡✐♥✳
❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ ❣r❡❡♥ s✉❧❢✉r ❜❛❝t❡r✐❛ t❤❛t tr❛♥s❢❡rs t❤❡ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠
t❤❡ ❜❛s❡♣❧❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❧♦r♦s♦♠❡ t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r✳
✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡
❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
✈✐❜r♦♥✐❝ st❛t❡
❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳
❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r
❆ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❤✐❢t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳
r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❚❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❧♦s❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❍✉❛♥❣✕❘❤②s ❢❛❝t♦r✳
❋r❛♥❝❦✕❈♦♥❞♦♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧
❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ st❛t❡ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❣r♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡
❛♥❞ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
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❚❤❡ ❆✉t❤♦r✬s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❏♦✉r♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡s
❬✶❪ ■✳ ❇✳ ❏✉❤ás③ ❛♥❞ ➪✳ ■✳ ❈s✉r❣❛②✱ ✏■♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥❞❛♠♣❡❞ ❛♥❞ ❞❛♠♣❡❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❡①❝✐t♦♥ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✑✱ ❆■P
❆❞✈❛♥❝❡s✱ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
❬✷❪ ■✳ ❇✳ ❏✉❤ás③ ❛♥❞ ➪✳ ■✳ ❈s✉r❣❛②✱ ✏❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥ t✇♦✲♣❤♦t♦♥✲❡①❝✐t❡❞ ❞✐✛✉s✐❜❧❡
s❛♠♣❧❡s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ♣❤♦t♦❜❧❡❛❝❤✐♥❣✿ ❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ st✉❞②✑✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦♠❡❞✲
✐❝❛❧ ❖♣t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✵✶✺ ✵✵✶✱ ✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✶✼✴✶✳❏❇❖✳✷✵✳✶✳✵✶✺✵✵✶✳
❬✸❪ ➪✳ ■✳ ❈s✉r❣❛②✱ ■✳ ❇✳ ❏✉❤ás③✱ ❛♥❞ P✳ P✳ ❈✐✈❛❧❧❡r✐✱ ✏❚♦✇❛r❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞❡s✐❣♥
♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝✐r❝✉✐ts✑✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈✐r❝✉✐t ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
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